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1 Einleitung

Moderne Logistiksysteme beruhen auf dem Konzept von Flussen in einem Netzwerk, in dem Rechte, Guter,
Finanzstrome und Informationen von Quellen Uber Zwischenknoten zu Senken flieRen und dabei Raum- und
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Zeitdifferenzen sowie Grenzen von Unternehmen tberwinden. Mit der raum-/zeitlichen Verédnderung der Giter
geht héufig eine Transformation hinsichtlich Mengen, Sorten, Handhabungseigenschaften und zugehdérigen
Informationen einher. Das Netzwerkkonzept eignet sich daher besonders gut dazu, unternehmensiibergreifende
Flisse in einer Logistikkette wie folgt abzubilden. Bei der Beschaffung von Material fir die Produktion und der
Verteilung von Gutern an den Konsumenten durchlaufen Rohstoffe, Halbfertigwaren und Fertigwaren eine ganze
Reihe von Stationen in einem logistischen Netzwerk. Es handelt sich dabei um

e Zulieferer,

Produzenten,

GrofRhandler,

Speditionen,

Lagerh&user und Warenverteilzentren,
Logistik-Dienstleistern,

Filialen des Einzelhandels.

Wéhrend in den klassischen Ansétzen der Betriebswirtschaftslehre und der Logistik die Teilnehmer im
logistischen Netzwerk isoliert ohne Systemzusammenhang begriffen werden und bei jedem einzelnen
Teilnehmer einzelwirtschaftliche Entscheidungskalkile, die Beschaffung, Leistungserstellung und Absatz
betreffen, angenommen werden, wird mit dem Ansatz des Supply Chain Management eine Koordination im
gesamten Netzwerk angestrebt®. In der deutschsprachigen Literatur wird mit dem Begriff Supply Chain auch
eine Logistikkette, eine Absatzpartnerschaft oder eine Wertschopfungskette beschrieben. Die folgende
Abbildung 1.1 gibt hierzu eine Veranschaulichung.

Beschaffungs-\| Produktions- | Fabrik- Lagerhaus-\| Kunden-
auftrag auftrag auftrag auftrag auftrag

Abbildung 1.1: Modell einer Logistikkette

Uber die Logistikkette hinausgehend modellieren Cooper/Lambert/Pagh (1997) ein ganzes Supply Chain
Netzwerk. Die Abbildung 1.2 veranschaulicht die Stellung eines Unternehmens zwischen Zulieferern und
Abnehmern. Das betrachtete Unternehmen hat nicht nur einen, sondern mehrere Lieferanten, die ihrerseits auch
wieder mehrere (Vor-) Lieferanten haben. Das gleiche gilt fiir die Absatzseite.

1 Der Begriff Supply Chain ist insofern irrefiihrend, als die Logistikkette nicht von Lieferanten, sondern von
der Nachfrage gesteuert wird. Die Bezeichnung Demand Chain wére korrekter.
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Lieferanten Abnehmer
2. Stufe 2. Stufe

Lieferanten Abnehmer
1. Stufe 1. Stufe

fokales
Unternehmen

O O O O O O O

Abbildung 1.2: Supply Chain Network
(in Anlehnung an Cooper/Lambert/Pagh 1997)

Durch die uber Wahrnehmung der einzelnen Teilnehmer hinausgehende ganzheitliche Betrachtung der
Logistikkette wird eine Optimierung des Gesamtsystems angestrebt, die sich in folgenden Zielsetzungen
konkretisiert:

e Orientierung am Nutzen des Endkunden,

e Steigerung der Kundenzufriedenheit durch bedarfsgerechte Anlieferung,

e Senkung der Bestande in der Logistikkette und eine damit verbundene Senkung der
Kosten fir das Vorhalten von Bestanden,

e Verstetigung des Giterstromes und der damit mdglichen Vereinfachung der
Steuerung,

e Hohere Effizienz der unternehmenstbergreifenden Produktionssteuerung und der
Kapazitatsplanung,

e Raschere Anpassung an Anderungen des Marktes,

e Verkiirzung der Auftragsdurchlaufzeiten im Zeitwettbewerb,

e Vermeidung von ,,Out-Of-Stock“-Situationen.

Die Konfiguration von Logistiknetzwerken wirft eine Fille von Fragestellungen auf, von denen ein grofRer Teil
mit Hilfe der Netzwerktheorie modelliert und gel6st werden kann. Fur die Darstellung dieser Verfahren sind
jedoch eine Reihe grundlegender Begriffe und Zusammenhénge notwendig, die in den Kapiteln 2-6 vermittelt
werden:

e In Kapitel 2 werden die Grundbegriffe der Netzwerktheorie vorgestellt und
dargelegt, wie ein Logistiknetzwerk als ein System von Knoten und Kanten
modelliert werden kann.

e In Kapitel 3 werden grundlegende Datenstrukturen behandelt, mit denen
Netzwerke reprasentiert werden konnen. Des weiteren werden in diesem Kapitel die
Grundlagen fir das Verstdndnis der spéater dargestellten Netzwerkalgorithmen
gelegt.
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Gegenstand des Kapitel 4 sind die unterschiedlichen Madoglichkeiten der
Repréasentation von Netzwerken auf Basis der in Kapitel 3 erlduterten
Datenstrukturen.

Die Themen der Erreichbarkeit von Knoten sowie die Verfahren der Breiten- und
Tiefensuche werden in Kapitel 5 vorgestellt.

Das Baumkonzept als theoretisches Grundgerust fir die Netzwerktheorie sowie als
ein Modell fir Internet-Backbones und sonstige Versorgungsnetze ist Gegenstand
von Kapitel 6.

Aufbauend auf diesen Grundlagen werden dann die folgenden zentralen Fragestellungen bei der Planung von
Supply Chains bzw. Supply Networks behandelt:

Die grundlegende Fragestellung bei der Uberbriickung raumlicher Differenzen ist
die nach dem kirzesten Weg von A nach B. Die in Kapitel 7 vorgestellten
Kurzeste-Wege-Verfahren bilden die Grundlage fur eine Reihe weiterer, in den
Folgekapiteln vorgestellten Optimierungsverfahren.

Bei der Planung von Distributionsnetzwerken fir Konsumguter stellt sich die Frage
nach der Anzahl der Lagerstufen sowie der Verteilung der Lé&ger in der
geographischen Flache. Mit Fragen der Standortwahl in Netzwerken mit und ohne
Fixkostenstrukturen beschéftigt sich Kapitel 9.

Stehen die Lagerstandorte fest, muss festgelegt werden, welche Kunden mit welchen
Mengen von welchen Lagerstandorten aus bedient werden sollen. Dieser unter dem
Stichwort Transport- und Zuordnungsmodelle diskutierte Problemkreis ist
Gegenstand von Kapitel 8. Fir das Verstandnis des ungarischen Algorithmus zur
Losung des Zuordnungsproblems (Kapitel 8.7) sind Kenntnisse in linearer
Optimierung erforderlich.

Speziell in Flugnetzen und bei der Paketdistribution spielen Hub-Konfigurationen
eine besondere Rolle. Hier geht es um die Frage, ob zwei Knoten eines Netzes tber
eine direkte Relation oder Uber einen sog. Hub — das ist ein zentraler Punkt im
Netzwerk, auf den die Transportverbindungen sternférmig zulaufen — verbunden
werden sollen. Netzwerke mit Hubs werden in Kapitel 10 behandelt.

Bei der Planung von Sammel- und Verteilverkehren in Stadten spielen
Rundreiseprobleme eine zentrale Rolle. Hier geht es um die Frage, in welcher
Reihenfolge Stralen oder Orte im Netz aufgesucht werden sollen, um Fahrtstrecke,
Fahrtzeit oder Fahrtkosten zu minimieren. Dabei sind kanten- und knotenorientierte
Rundreisen zu unterscheiden. Kantenorientierte Rundreiseprobleme (Kapitel 11)
kommen bei der Planung von Brieftrdgertouren oder bei der Routenplanung fiir die
Millabfuhr zum Einsatz, also immer dann, wenn jede StralRe oder allgemein jede
Verbindung im Netz einmal durchlaufen werden muss. Bei den als Travelling
Salesman Probleme oder Probleme des Handlungsreisenden bekannten
knotenorientierten Rundreiseproblemen (Kapitel 12) geht es darum, alle Knoten
im Netz (z.B. Kunden, Ld&ger, Haltestellen usw.) in optimaler Reihenfolge
anzufahren.

Gegenstand von Tourenplanungsproblemen ist die Belieferung von Kunden einer
Region mit einer Anzahl von Fahrzeugen mit bestimmten Kapazitdten von einem
oder mehreren Depots aus. Dieses Thema ist fiir die Planung von Ausliefertouren an
die Endkunden im B2C-Segment des E-Commerce heute besonders relevant, da alle
Prognosen von einer kréftigen Steigerung der Auslieferverkehre ausgehen. In
Kapitel 13 werden die verschiedenen Losungsmaoglichkeiten fir die Ein-Depot-
Tourenplanung diskutiert.
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e Eine besondere Variante der Tourenplanung ist die Tourenplanung mit
Kundenzeitfenstern (Kapitel 14), bei der die Belieferung der Kunden in
vorgegebenen Zeitfenstern erfolgen muss, eine besonders wichtige Fragestellung fur
Netzwerke mit starker Kundenorientierung, die in der heutigen Situation intensiven
Wettbewerbs vielfach gefordert werden.

Diese Probleme sollen im folgenden ausfiihrlich besprochen werden. Bewusst verzichtet wurde hingegen auf die
Darstellung von Netzwerkflussproblemen. Zwar ist dieser Gegenstand ein theoretisch besonders reizvoller
Schlussstein im Gebdude der Netzwerktheorie. Jedoch hat sich erwiesen, dass Anwendungen dieser Theorie in
konkreten Logistiknetzwerken wegen der in der Praxis nicht gultigen Erhaltungssétze in den Knoten nicht
mdglich sind. Diese Erfahrungen wurden sowohl in der Entsorgungslogistik gesammelt, wie auch in der Planung
von Distributionsnetzen fir die europaweite Gasdistribution.
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2 Grundbegriffe der Netzwerktheorie
2.1 Einfuhrung

Mit Netzwerken lassen sich in sehr anschaulicher Weise Logistiksysteme darstellen. Beispielsweise kénnen wir
ein Flugnetz (vgl. Abbildung 2.1) oder ein Verkehrsnetz zwischen Grof3stadten durch ein Netzwerk
veranschaulichen, wobei (im Falle von Verkehrsnetzen) die Straen den Kanten und die Stadte den Knoten
entsprechen. Die Abbildung 2.2 gibt dazu einen Ausschnitt aus dem Autobahnnetz als ein Beispiel, wobei auf
den Kanten die Entfernungen in km angegeben sind:

Chicago

San Francisco (UA)

Ziirich Minchen
Abbildung 2.1: Beispiel eines Flugnetzes
Dortmund 213 Hannover 146 Magdeburg 153 Berlin
O )

166
Halle Leipzig

191

Kassel
Erfurt Dresden

Frankfurt

Abbildung 2.2: Ausschnitt aus dem Autobahnnetz der Bundesrepublik Deutschland

Weitere Beispiele fiir Netzwerke sind
e Verkehrssysteme mit Flughéfen, Bahnhofen und Haltestellen als Knoten,
e hierarchische Distributionssysteme fir Konsumgiter mit Zentrallagern und
Regionallagern als Knoten,
e Sammel- und Verteilsysteme von Paketdiensten mit AufRendepots und Hubs zur
Konzentration als Knoten,
o das Internet, Elektrizitatsnetze, Telefonnetze, etc.

Man unterscheidet gerichtete und ungerichtete Netzwerke, je nachdem, ob die Kanten mit einer Richtung (als
Pfeil) ausgezeichnet sind oder nicht.
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2.2 Ungerichtete Netzwerke

Ein ungerichtetes Netzwerk besteht aus einer Menge V von n Knoten und einer Menge von Verbindungen
unter den Knoten, die als Kantenmenge E bezeichnet wird. Eine Kante zwischen zwei Knoten i, je V wird mit
dem Symbol (i,j) oder auch (j,i) dargestellt. Man sagt auch, dass sie mit den Knoten i und j inzident sei. Die
Knoten i und j heifen dann adjazent zueinander. Das mehrfache parallele Auftreten einer Kante wird
ausgeschlossen. Fir die Knotenmenge wird meist vereinfachend die Menge der ersten n Zahlen benutzt: V = {
1,2,.n}.

@

® ®

Abbildung 2.3: Ein ungerichtetes Netzwerk mit 6 Knoten

Im Netzwerk der Abbildung 2.3 haben wir eine Knotenmenge V = {1,2,3,4,5,6}, also n=6 Knoten, und die
Kantenmenge E = {(1,2),(3,5),(2,4),(2,5),(4,5),(5,6)}, also m=6 Kanten.

Gibt es in einem Netzwerk eine Kante (i,j), so heiRen i Nachbar von j und j Nachbar von i. Die Menge der
Nachbarn eines Knotens i bezeichnen wir mit N(i), die im Englischen auch Forward Star genannt wird. Ein
Knoten ohne Nachbarn wird isoliert genannt. Die Anzahl der Nachbarn eines Knoten i hei3t Grad von i, der mit
grad(i) bezeichnet wird.

Ein Netzwerk wird vollstandig genannt, wenn es mit je zwei verschiedenen Knoten i und j auch die Kante (i)
enthélt, d.h. jeder Knoten ist durch eine Kante mit allen anderen Knoten verbunden. Ein vollstdndiges Netzwerk
mit n Knoten besitzt m = % (n2 — n) Kanten.

Ein Pfad von einem Anfangsknoten s zu einem Endknoten t ist eine Knotenfolge von p Knoten iy, iz, i3, ..., ip,
mit i1=s, i;=t und (ix, i+1) € E, k=1...p—1. Die Knotenfolge kann einen Knoten mehrfach durchlaufen
(Wiederholungsmdglichkeit). Ein Weg von einem Anfangsknoten s zu einem Endknoten t ist ein Pfad ohne
Wiederholungsmdglichkeiten. Pfade und Wege kdnnen auch alternativ als Folge von Kanten dargestellt werden.

@—@ 3
@/ _>(5J3}/ ®

Abbildung 2.4: Ein Weg in einem Netzwerk von Knoten s=1 zu Knoten t=5

Der Weg von Knoten s=1 zu Knoten t=5 im Netzwerk von Abbildung 2.4 kann als die Knotenfolge (1,2,4,5)
oder als die Kantenfolge (1,2), (2,4), (4,5) dargestellt werden. Offenbar kénnen verschiedene Wege von Knoten
1 zum Knoten 5 gewéhlt werden. Ein Pfad von Knoten s=2 zu Knoten t=3 stellt z.B. die Knotenfolge (2,5,6,5,3)
dar, in welcher der Knoten 5 zweimal durchlaufen wird.

Ein Zyklus ist ein Pfad oder ein Weg mit Anfangsknoten s gleich Endknoten t. Bei einem zyklischen Weg gibt
es ausnahmsweise die Wiederholung des Startknotens als Endknoten.
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@

4 (5 ©®

Abbildung 2.5: Ein ZyKlus in einem Netzwerk

Mit Hilfe des Wegebegriffs lasst sich die Erreichbarkeit von Knoten im Netzwerk beschreiben. Ein Knoten j
heilt erreichbar vom Knoten i, wenn ein Weg von Knoten i zu Knoten j fiihrt. Ein ungerichtetes Netzwerk heif3t
zusammenhangend, wenn jedes Paar i und j von Knoten durch einem Weg erreichbar ist.

Allerdings kann auch der Fall eintreten, dass im Netzwerk nicht alle Knoten untereinander erreichbar sind. Die
untereinander erreichbaren Knoten bilden sogenannte Zusammenhangskomponenten. Eine
Zusammenhangskomponente ist damit definiert als maximale Teilmenge der Knoten, die gegenseitig erreichbar
sind. Die folgende Abbildung 2.6 veranschaulicht dies:

@ @ ®

@

Abbildung 2.6: Ein Netzwerk mit zwei Zusammenhangskomponenten

In dem Netzwerk von Abbildung 2.6 gibt es die beiden Zusammenhangskomponenten (1,2,4,5) und (3,6).

Ungerichtete Netzwerke kdnnen auch als gerichtete Netzwerke dargestellt werden, indem jede Kante (i,j) als ein
Paar von Pfeilen [i,j] und [j,i] interpretiert wird.

2.3 Gerichtete Netzwerke

Im Fall eines gerichteten Netzwerks nennt man das einer Kante zugeordnete Paar von Knoten [i,j] gerichtete
Kante oder Pfeil mit dem Anfangsknoten i und dem Endknoten j, und wir sagen, dass der Pfeil mit Knoten i
positiv inzident und mit dem Knoten j negativ inzident sei. Durch die eckige Klammer [i,j] unterscheiden wir
gerichtete Kanten von ungerichteten Kanten in ungerichteten Netzwerken. In gerichteten Netzwerken kann
neben der gerichteten Kante [i,j] auch zugleich der Pfeil in Gegenrichtung [j,i] auftreten, wie z.B. in Abbildung
2.7 die Kanten [5,3] und [3,5]. Gerichtete Netzwerke spielen eine Rolle zur Abbildung von Verkehrsnetzen in
Innenstadten, wo Einbahnstrassen zu beachten sind, oder zur Abbildung von Lieferbeziehungen, wo
Mengenstrome in einer Richtung vom Zulieferer zum Hauptwerk flieBen. Beispiele dafiir sind
Transportnetzwerke von Abbildung 2.8.

@—0 3

Abbildung 2.7: Beispiel eines gerichteten Netzwerkes
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Gibt es in einem gerichteten Netzwerk eine Kante [i,j], dann heilen i Vorgénger von j und j Nachfolger von i.
Fir die Menge der Vorgénger eines Knotens i verwenden wir das Symbol P(i) und fiir die Menge der
Nachfolger von i das Symbol N(i). Das gleiche Symbol N(i) tritt fir die Nachfolger bei ungerichteten
Netzwerken auf, sodass die Bedeutung des Symbols aus dem Kontext hervorgeht. Die Anzahl der Nachfolger
eines Knotens i wird positiver Grad oder Ausgangsgrad von i (grad*(i)) und die Anzahl der VVorgénger von i
negativer Grad oder Eingangsgrad (grad=(i)) genannt.

In gerichteten Netzwerken werden gerichtete Pfade und gerichtete Wege unter Beachtung der Pfeilrichtungen
analog zum ungerichteten Fall definiert. So ist z. B. in Abbildung 2.7 die Knotenfolge (1, 2, 5, 3) ein gerichteter
Weg von 1 nach 3. Wird die Pfeilrichtung nicht beachtet, so spricht man in gerichteten Netzwerken von Pfaden
und von Wegen. In Abbildung 2.7 ist die Knotenfolge (1, 2, 5, 6) ein Weg von 1 nach 6.

Will man den Begriff der Zusammenhangskomponente auf gerichtete Netzwerke (ibertragen, so sind uber den
differenzierten Wegbegriff die starken von den schwachen Zusammenhangskomponenten zu unterscheiden:

e Die starke Zusammenhangskomponente ist eine maximale Knotenmenge, deren
Knoten wechselseitig Uber einen gerichteten Weg erreichbar sind.

e Die schwache Zusammenhangskomponente ist eine maximale Knotenmenge,
deren Knoten wechselseitig liber einen Weg erreichbar sind.

2.4 Bipartite Netzwerke

Unter bipartiten Netzwerken versteht man Netzwerke, deren Knotenmenge V in zwei disjunkte Teilmengen V1

und V2 zerféllt. Gerichtete bzw. ungerichtete Kanten verlaufen nur zwischen der Knotenmenge V1 und V2, nicht
aber innerhalb dieser Knotenmengen. Wichtige Anwendungen von bipartiten Netzwerken bestehen in der
Modellierung von Zuordnungen, etwa fiir das Crew-Scheduling bei den Airlines, und bei Transportnetzwerken,
in denen in der Knotenmenge V1 die Aufkommensquellen (,,Anbieter*) und in der Knotenmenge V> die
Verbrauchssenken (,,Nachfrager®) gegeniiber gestellt werden (vgl. Kapitel 8). Die folgende Abbildung gibt ein
Beispiel fur ein Transportnetzwerk mit drei Anbietern fir V1 und 4 Nachfragern fir V5, in dem gerichtete Kanten
nur von V1 nach V; verlaufen.

Anbieter Nachfrager

[1] +®)
2 5
Bl O

@

Abbildung 2.8: Transportnetzwerk

Bipartite Netzwerke weisen besondere Eigenschaften auf, die man sich fir eine besonders effiziente
Implementation von Algorithmen zu Nutze machen kann. So weist z.B. jeder Zyklus eine gerade Zahl von
Kanten auf, und jeder Pfad wechselt zwischen den Knotenmengen V1 und V> hin und her. In Kapitel 6 (B&ume)
wird ein Verfahren vorgestellt, mit dem berprift werden kann, ob ein gegebenes Netzwerk bipartit ist.
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2.5 Bewertete Netzwerke

2.5.1 Grundlagen

Wenn man den Kanten eines Netzwerkes Bewertungen zuordnet, so lassen sich damit in einfacher Weise
Logistiksysteme und Verkehrsnetze abbilden. Ein Netzwerk heif3t bewertet, wenn jeder Kante (i, j) (bzw. [i, j])
eine Zahl dj; (oder cjj) zugeordnet ist. Diese Zahl wird als Entfernung (Distanz) dj; zwischen Knoten i und
Knoten j gedeutet. Oder die Bewertungen werden als verallgemeinerte Kosten c;; aufgefasst. Ein Weg W von s
nach t mit der Knotenfolge s = iy, iz, i3, ..., ip = t besitzt dann die ,,Lange* L(W) oder die ,,Kosten* C(W), wobei
L(W) bzw. C(W) auch als Gewicht von W bezeichnet wird:

p-1
L(W) = diviz + dizig + ... + dip-jp = D_ d;
m=1

m: Im+1
p-1

C(W) = Citi2 + Cizjiz + ... + Cip-1ip = z Ci i
m=1

Man kann die Netzwerke in verschiedener Weise Kklassifizieren, je nach dem, in welcher Art die
Entfernungsdaten dj; vorliegen. Darauf wird in den folgenden Abschnitten eingegangen.

2.5.2 Euklidische Daten

Euklidische Daten sind dadurch gegeben, dass die Knoten Koordinaten in einem rechtwinkligen (X, Y)-

Koordinatensystem besitzen. Fur zwei Knoten i und j mit den (X, Y)-Koordinaten (xj, yi) und (xj, yj) stellt die
durch die Formel

dij = \/(Xi _Xj)2+(yi _yj)2 (i,j=1,..,n)

gegebene Distanz djj die Lange der Kante (i,j) dar (,,Luftlinienentfernung). Netzwerke mit euklidischen Daten
sind vollstandig. Die folgende Tabelle 2.1 gibt ein Beispiel fir euklidische Daten mit n = 5 Knoten:

Knoten x-Koordinate y-Koordinate | Vonl Nach— 1 2 3 4 5
1 6,2 8,2 1 0 141 | 22,4 | 21,2 6,9
2 17,6 16,5 2 14,1 0 10,9 16,6 12,7
3 28,0 13,3 3 22,4 | 10,9 0 10,8 | 23,1
4 26,6 2,6 4 21,2 16,6 10,8 0 24,9
5 5,0 15,0 5 6,9 12,7 | 23,1 | 24,9 0

Tabelle 2.1: Euklidische Daten

2.5.3 Geografische Daten

Geografische Daten sind dadurch gegeben, dass die Knoten auf der Erdkugel angesiedelt sind und Koordinaten
(xi, yi) in einem Geo-Koordinatensystem besitzen, welche die geografische Breite und die geografische Lénge
eines Ortes darstellen und im Format GGG.MM gegeben sind, wobei GGG die Gradangabe ist und MM die
Minutenangabe. Eine positive Linge meint ,,Ost“, eine negative Lange soll ,,West“ darstellen. Eine positive
Breite meint ,,Nord“, eine negative Linge soll ,,Siid* darstellen. So betragen z.B. die Geo-Koordinaten von
Madrid 40,29 Breite und -3,55 Lange, was 40°29’ Nord und 3°55” West bedeutet.

Im Kontext von Geo-Koordinaten wird eine Kante (i,j) als das Kreissegment auf der Erdkugel aufgefasst, das

den Ort i mit dem Ort j verbindet, und die Distanz djj als die Lange der Kante (i,j). Dieser Distanzbegriff ist von
zentraler Bedeutung fiir die Entfernungsmessung im Luftverkehr.

Um nun die Entfernung zwischen zwei Orten i und j zu berechnen, deren Koordinaten (x;, yi) und (X;, ;) im
obigen Format (also in Grad und Minuten) gegeben sind, miissen diese zunachst in Radianschreibweise
umgerechnet werden. Mit 180° = & = 3,141592 ergibt sich:
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Grad (x;) = Trunc (x;)
Minute (x;) = xi — Grad (x;)
Breite[i] = ©/180 * (Grad (x;) + 100/60 * Minute (x;))

(Abschneiden der Nachkommastellen)

Grad (yi) = Trunc (yi)
Minute (yi) = yi — Grad (y;)
Lange[i] = n/180*(Grad (yi) + 100/60 * Minute (yi))

(Abschneiden der Nachkommastellen)

Fir die Knoten i und j mit den Geo-Koordinaten (x;, yi) und (x;, y;) stellt dann die durch die Formel
dij = Round (6378.388 * ArcCos (0.5*((1 + q1)*g2 - (1 - g1)*qs))), i,j=1,..,n

gegebene Distanz djj die (ganzzahlig gerundete) Lange in km der Kante (i,j) auf dem Kreis auf der Erdkugel dar,
der den Ort i mit j verbindet. Dabei wird die Erdkugel als eine ideale Kugel mit einem Durchmesser von
6.378,388 km angenommen. Die Funktion ArcCos ist die Inverse der Cosinus-Funktion. Die Grof3en g1, gz, g3
berechnen sich wie folgt aus den Radianten:

q1 = Cos (Langeli] - Lange[j])
g = Cos (Breite[i] - Breite[j])
gz = Cos (Breite[i] + Breite[j])

Wir geben als Beispiel die Geo-Koordinaten und die Distanzen in ganzen km unter den vier Stadten Athen,
Berlin, London und Madrid an:

Geo-Koordinaten Entfernungen in km
Stadt Breite Lange Von/nach Athen Berlin London Madrid
Athen 38,10 23,38 Athen 0 1.793 2.368 2.377
Berlin 52,34 13,15 Berlin 1.793 0 913 1.872
London 51,32 0,00 London 2.368 913 0 1.266
Madrid 40,29 -3,55 Madrid 2.377 1.872 1.266 0

Tabelle 2.2: Geo-Koordinaten und die Distanzen von vier Stadten

Fir Kleine Gebiete auf der Erdkugel kénnen die geografischen Daten durch euklidische Daten angenéhert
werden.

2.5.4 Verkehrsnetz-Daten

Verkehrsnetz-Daten sind dadurch gegeben, dass die Knoten Koordinaten in einem (X,Y)-Koordinatensystem
oder in einem Geo-Koordinatensystem besitzen und dass die Distanzen auf den Kanten im Netzwerk als km-
Entfernungen im Verkehrsnetz zu verstehen sind, die im allgemeinen groRer als die direkte
Luftlinienentfernungen bzw. GroRRkreisentfernungen sind. Diese Konstellation trifft etwa fiir Strallennetze zu.
Empirische Studien haben ergeben, dass die Stralenentfernung in Netzen von Landstrassen ca. 30% Uber der
Luftlinienentfernung liegt.

2.5.,5 Daten, welche die Dreiecksungleichung erfillen

Fur den Datentyp, der die Dreiecksungleichung erfillt, gilt fir je 3 Knoten i,j,k :

dik < dij + djk.
Dieses bedeutet, dass der Umweg tiber den Knoten j nicht kiirzer ist als die direkte Verbindung von i nach k (vgl.
Abbildung 2.9). Implizit wird bei diesem Datentyp ein vollstdndiges Netzwerk unterstelit.

Abbildung 2.9: Dreiecksungleichung
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Bewertete Netzwerke mit Daten, welche die Dreiecksungleichung erfiillen, sind besonders bei der Diskussion
von Travelling Salesman Problemen relevant. Netzwerke mit euklidischen Daten erfillen die
Dreiecksungleichung, ebenso Netzwerke mit Verkehrsnetz-Daten, sofern sich diese Daten auf die
Kilometerentfernungen in einem Strafennetz beziehen. Hingegen trifft die Dreiecksungleichung nicht fiir
StralRennetze zu, in denen die Bewertung auf den Kanten als Fahrtzeit zu interpretieren ist. Bekanntlich kann ein
in Kilometer gemessener Umweg tber eine Autobahn schneller sein, als die direkte Verbindung tber eine
Landstrafe.

2.5.6 Symmetrische Daten

Im Falle symmetrischer Daten sind Hin- und Riickweg zwischen zwei Knoten gleich lang: dij = dji. Dieser Fall
tritt in ungerichteten Netzwerken auf, wie z.B. bei euklidischen Daten (siehe Tabelle 2.1 oben), bei
geographischen Daten (siehe Tabelle 2.2) oder bei Verkehrsnetz-Daten von LandstraBen. Die folgende Tabelle
2.3 gibt ein Beispiel fir symmetrische Daten mit n=5 Knoten. Man beachte, dass diese Daten nicht die

Dreiecksungleichung erfillen, da z.B. d54 = 37 > 31 = d52 + d24.

Vond Nach—| 1 2 3 4 5
1 0 15 27 24 7
2 15 0 11 18 13
3 27 11 0 11 24
4 24 18 11 0 37
5 7 13 24 37 0

Tabelle 2.3: Symmetrische Entfernungsdaten

2.5.7 Unsymmetrische Daten

VVon unsymmetrischen Daten spricht man, wenn ein Kontenpaar i und j vorliegt, zwischen denen Hin- und

Ruckweg nicht gleich lang sind: dij = dji . Unsymmetrische Daten treten etwa bei der Tourenplanung in
Innenstadten auf, wo man Einbahnstralen vorfindet, oder bei Tabellen mit den Umristzeiten in
Produktionssystemen, wo z.B. die Riistzeit beim Ubergang von Produkt 1 nach Produkt 2 langer sein kann als
beim Ubergang von Produkt 2 auf Produkt 1. Ein MaR fiir die Unsymmetrie stellt der Antisymmetrie-Index dar,

der angibt, welcher Prozentsatz der %2n(n-1) Knotenpaare i,j die Ungleichung dij = dji aufweisen.

2.5.8 Abstrakte Daten

Abstrakte Daten liegen vor, wenn die Daten keinerlei Struktur aufweisen, also weder symmetrisch sind noch die
Dreiecksungleichung erfiillen. Abstrakte Daten treten haufig bei Rustmatrizen in Produktionssystemen auf. Die
folgende Tabelle 2.4 gibt ein Beispiel flr abstrakte Daten mit n=5 Knoten. Man beachte, dass wegen

ds1 =12 > 10 = da2 + d21 die Dreiecksungleichung nicht erfallt ist.

Von! Nach— 1 2 3 4 5
1 0 2 5 7 3
2 6 0 3 8 4
3 8 7 0 4 2
4 12 4 6 0 8
5 3 8 2 5 0

Tabelle 2.4: Abstrakte Daten
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2.6 Eigenschaften von Netzwerken

2.6.1 Eigenschaften von Verkehrsnetzen

Bei den Verkehrsnetzen sind grundsétzlich zwei Typen zu unterscheiden: landgebundene Verkehrsnetze
(StraBen- und Schienennetzwerke) und Netzwerke von Fluglinien oder Seeschiffen. Landgebundene
Verkehrsnetze zeichnen sich dadurch aus, dass von einem Knoten ausgehend nur direkte Verbindungen zu
geografisch benachbarten Knoten vorliegen; jeder Knoten i besitzt eine Kante (i,j) mit einem Knoten j, der im
allgemeinen die kleinste Luftlinienentfernung zu i aufweist. Wege zu weiter entfernt liegenden Knoten kdénnen
nicht Uber direkte Verbindungen, sondern nur Gber Zwischenknoten realisiert werden. Diese Eigenschaft ist
durch den schrittweisen Aufbau von Verkehrsnetzen bedingt. Eine Stadt, die bisher noch nicht im Netz
erreichbar ist, wird an den Knoten des Netzes angeschlossen, der mit den geringsten Investitionen erreichbar ist.
Dieses ist im allgemeinen der Knoten, der die kleinste Luftlinienentfernung zur Stadt aufweist. Hier gibt es
Ausnahmen wie natlrliche Barrieren (Seen, Meeresarme, Berge) oder politische Barrieren, wie unglinstige
Grenzverlaufe von Nachbarstaaten. Diese Eigenschaften gelten hingegen nicht fiir Netzwerke von Fluglinien
oder von Seeschiffen, da diese weit entfernte Knoten tber Direktverbindungen erreichen.

Landgebundene Verkehrsnetze sind planar, d.h. sie lassen sich auf einer Land-Karte reprasentieren, ohne dass
sich zwei Kanten tberschneiden. Und wenn sich zwei Wege kreuzen, dann geschieht dies nicht als Kreuzung
zweier Kanten, sondern in einem gemeinsamen Knoten. Betrachten wir etwa die Kreuzung einer
Strallenverbindung Hamburg-Miinchen von Norden nach Suden und Koéln-Berlin von Westen nach Osten. Da im
Unterschied zum Luftverkehr bei straen- oder schienengebundenen Verkehrssystemen keine direkten
Fernverbindungen realisiert werden, liegt im Kreuzungspunkt ein Knoten vor. Knoten in derartigen
Verkehrssystemen sind demnach Stadte, Industrie- und Logistikstandorte, Kreuzungspunkte und Y-Gabelungen
von Autobahnen oder Schienenwegen. Man kann theoretisch herleiten, dass in planaren Netzwerken die Zahl der
Kanten m nicht die Zahl von 3n (ibersteigt. In empirischen Daten von Strafennetzen kdnnen wir eher m < 2n
feststellen.

In Verkehrsnetzen geht es nicht nur um Entfernungen, sondern auch um Fahrzeiten zwischen benachbarten
Knoten. Diese Fahrzeiten kdnnen mit dem Hilfskonstrukt der Durchschnittsgeschwindigkeiten aus den
Entfernungen hergeleitet werden, wenn im StraBennetz die einzelnen Straflen nach den dort erzielbaren
Durchschnittsgeschwindigkeiten klassifiziert werden. Hat man etwa ein gemischtes Netz von Autobahnen und
Landstrallen, so kann man den Autobahnen eine Durchschnittsgeschwindigkeit von z.B. 100 km/h und
LandstrafRen eine Durchschnittsgeschwindigkeit von z.B. 70 km/h zuweisen. Dieses System kann beliebig
dahingehend verfeinert werden, dass die Schwierigkeitsgrade der Strecken beriicksichtigt werden, wie z. B.
kurvige Stral3en in Bergen oder die Staugefahr auf Autobahnen. Zu beachten ist, dass
Durchschnittsgeschwindigkeiten nicht als Spitzengeschwindigkeiten zu verstehen sind. Daher liegen die
Durchschnittsgeschwindigkeiten deutlich unter den erzielbaren Spitzengeschwindigkeiten und bilden damit die
auftretenden Verkehrshindernisse ab. Aus den Entfernungen auf den Kanten in Kilometern kénnen dann mit
Hilfe des Konstrukts der Durchschnittsgeschwindigkeit die Fahrzeiten in Minuten wie folgt hergeleitet werden:

Fahrzeit = 60*Entfernung/Durchschnittsgeschwindigkeit

2.6.2 Subadditive Kostenstrukturen in Netzwerken und Netzwerkexternalitdten

Netzwerke sind fiir die Logistik deswegen besonders attraktiv, da sie eine subadditive Kostenstruktur aufweisen.
Dieses kann man sich klarmachen, wenn man von dem Problem ausgeht, einen neuen Knoten an ein bestehendes
Netzwerk von n Knoten anzuschlieBen. Durch den Anschluss an dieses Netzwerk erhélt der Knoten
Verbindungen zu den Ubrigen n Knoten im Netzwerk. Hierdurch fallen die Zugangskosten fur den Knoten zu den
anderen Knoten in drastischer Weise. Da bereits das Netzwerk vorliegt, muss der neue Knoten nicht mehr
direkte Verbindungen zu den lbrigen 1 bis n Knoten aufnehmen. In diesem Falle entstdnden fir jede einzelne
Verbindung Kosten und die Gesamtkosten der VVerbindung zu allen n Knoten wéren die Summe der
Einzelverbindungskosten. Demgegenuber ist die Kostenstruktur des Netzwerkes subadditiv. Die Einrichtung
einer einzigen Verbindung zum néchsten Knoten reicht aus, damit der neue Knoten Zugang zu allen tbrigen n
Knoten gewinnt. Je dichter das Netzwerk wird, desto geringer ist die durchschnittliche Entfernung zu einem
bisher noch nicht angeschlossenen Knoten und desto geringer sind die Anschlusskosten. Da der neue Knoten mit
dem Anschluss an das Netzwerk Verbindung zu n Teilnehmern gewinnt, fallen die Anschlusskosten pro
erreichbaren Teilnehmer sehr rasch mit der Funktion 1/n. Setzt man den Nutzen fur den neu anzuschliefenden
Teilnehmer im Netzwerk proportional zur Anzahl der erreichbaren tbrigen Teilnehmer, so steigt der Nutzen fur
den Netzanschluss linear mit wachsender Netzwerkgrol3e, da fiir jeden Neuanschluss die tibrigen n Knoten
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erreicht werden kdnnen. Nimmt man an, dass fiir die Gesamtheit der Teilnehmer der Nutzen eines Netzwerkes
proportional zur Zahl der realisierbaren Verbindungen steigt, so verhélt sich der Nutzen fir die Gesamtheit der
Teilnehmer als eine quadratische Funktion n?-n mit einem Zuwachs von 2n. Den Nutzenzuwachs bezeichnet man
auch als eine Netzwerkexternalitét - extern insofern, als der Nutzenzuwachs nicht durch einen
Austauschvorgang auf einem Markt zustande gekommen ist. Zusétzlich fiihrt eine Nutzung des Netzes durch
mehr Teilnehmer zu sinkenden Kosten der fiir den Netzbetrieb erforderlichen Giter durch Economies of Scale.
Die hier aufgewiesene Schere zwischen sinkenden Investitionskosten und zunehmendem Nutzen sowohl fiir den
neu anzuschlieenden Knoten wie auch firr die Gesamtheit der Netzwerkteilnehmer filhrt zu einem
explosionsartigen Wachstum von Netzwerken, wie wir es historisch beobachtet hatten vor 150 Jahren beim
Wachstum der Eisenbahnnetze? und heute beim Internet beobachten kénnen. Die folgende Abbildung 2.10 zeigt
die sich stark 6ffnende Schere zwischen dem zunehmenden Nutzen und den abnehmenden Anschlusskosten pro
erreichbarem Teilnehmer auf, die sich ergibt, wenn sich ein neuer Teilnehmer ans Netzwerk anschlief3t.

Kosten

Nutzen Nutzenzuwachs

Gesamtheit

Einzelnutzen

AnschluRkosten

> Anzahl n

Abbildung 2.10: Schere zwischen Anschlusskosten und Nutzen im Netzwerk

Weiterfuhrende Literatur
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Ihde, G.; Kloster, T.: Netzeffekte in Logistiksystemen, in: Logistik-Management, Jahrgang 3, Heft 2, 2001, S.
25-34

2 Das Wachstum des Eisenbahnnetzes in GroBbritannien begann in den ersten 15 Jahre langsam, um ausgehend
von 100 Meilen im Jahre 1830 dann 2600 Meilen zu Anfang des Jahres 1845 zu erreichen. Das Netz wuchs dann
wesentlich schneller um mehr als 3000 Meilen in den folgenden 6 Jahren und erreichte 6000 Meilen zum Ende
des Jahres 1850. (Michael Robbins: The Railway Age, London 1965, S. 31 f.)
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3 Datenstrukturen und Algorithmen fiir Netzwerke

3.1 Problemstellung

In diesem Kapitel sollen einige grundlegende Zusammenhénge zwischen Datenstrukturen zur Reprasentation
von Netzwerken und den dazu in Beziehung stehenden Algorithmen aufgezeigt werden. Dabei werden zunédchst
zentrale Konzepte aus dem Gebiet der Datenstrukturen vorgestellt, mit denen die Netzwerkdaten in einer Weise
organisiert werden konnen, dass in Computerprogrammen darauf effizient zugegriffen werden kann.
Anschlieend werden die Grundlagen zur Beurteilung der Komplexitat von Algorithmen gelegt, die eine
Abschatzung der Rechenzeiten erlauben.

Bei der Wahl der Datenstrukturen zur Représentation von Netzwerken ist ein grundsétzlicher Trade Off
zwischen Komplexitat der Daten und Komplexitat der auf den Daten aufsetzenden Algorithmen zu
berticksichtigen. Dieser Zusammenhang kann als ein grundlegendes Komplexitatsgesetz angesehen und wie
folgt dargestellt werden:

Komplexitat der
Datenstrukturen

A

> Komplexitat der
Algorithmen

Abbildung 3.1. Komplexitéats-Trade Off zwischen Datenstrukturen und Algorithmen

Je weniger strukturiert die Daten vorliegen, desto aufwendiger sind die Algorithmen zu gestalten, um aus diesen
Daten die erforderlichen Zielwerte zu berechnen, wie z. B. den kirzesten Weg von einem Netzwerknoten zu
einem anderen. Die traditionelle Sichtweise im Operations Research legte Wert auf einfache Datenstrukturen, da
diese bloR einen geringen des damals &uferst knappen Speicherplatzes erforderten. Heute hat sich jedoch die
Situation grundlegend gewandelt. Speicherplatz ist in nahezu unbegrenztem Ausmal verflighar. Die mit den
einfachen Datenstrukturen verbundenen komplexen Algorithmen fiihren nicht nur zu langen Laufzeiten der
Algorithmen, sondern auch zu einem hohen Aufwand bei der Fehlersuche (Debugging). Komplexe
Datenstrukturen hingegen fihren zu schlanken Algorithmen, die auch einfach zum debuggen sind, und damit zu
sehr kurzen Laufzeiten. Beispiele fur komplexe Datenstrukturen sind einfach verkettete Listen, doppelt
verkettete Listen, Schlangen, Stapel und Heaps. Man kann den Trade Off also auch als einen Konflikt zwischen
den Zielen von einfachen Datenstrukturen und schnellen Ausfiihrungszeiten deuten. Am ERP-System SAP R/3
kénnen wir diesen Trade Off sehr gut studieren. Das System SAP R/3 basiert auf den in Normalform
atomisierten Tabellen als Datenbestand. Darauf aufsetzend ergeben sich duRerst lange Laufzeiten, weil die
verschiedenen Datenatome durch die Algorithmen zusammengefiigt werden missen. Das neue Produkt
Advanced Planner and Optimizer (APO) von SAP basiert hingegen auf komplexen Datenstrukturen, die dann zu
schnellen Ausfuhrungszeiten fir Optimierungsalgorithmen in der Logistik fuhren. Daflr ist ein
Hauptspeicherbedarf von mindestens mehreren Gigabyte anzusetzen.
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3.2 Die Datenstrukturen Feld, Stapel und Schlange

3.2.1 Begriffsbestimmungen

Eine wichtige, elementare Datenstruktur ist das Feld (engl. Array). Felder werden bendtigt, um Daten temporar
im Hauptspeicher eines Computers zu speichern, damit man auf diese Daten in einem Algorithmus zugreifen
kann. Felder stellen eine statische Datenstruktur mit einer festgelegten Anzahl von Speicherplétzen dar. In einem
eindimensionalen Feld werden Daten des gleichen Typs so gespeichert, dass man mit Indexoperationen auf die
einzelnen Daten zugreifen kann. Die folgende Abbildung gibt ein Beispiel fur ein Feld F:

[ 7 [ 4 ] 15 ] 19 | 9 ]
Abbildung 3.2: Eindimensionales Feld

Dieses Feld besitzt fiinf Platze, auf denen Daten gelesen oder geschrieben werden kénnen und auf die mit
Indexoperationen zugegriffen werden kann: F[1] = 7, F[2] = 4 usw. Felder kénnen auch zweidimensional oder
héher dimensional angelegt werden. Die Wahl der Dimension richtet sich nach den intuitiven
Modellierungsvorstellungen des ,,Modellbauers“. Um z.B. die Pfeile eines Netzwerkes darzustellen, bieten sich
zweidimensionale Felder an, die als eine Tabelle mit 2 Spalten vorgestellt werden kdnnen. Wéhlen wir als
Beispiel das in Abbildung 3.3 dargestellte gerichtete Netzwerk. Wir erkennen darin die Pfeile: [1,2], [2,5], [4,5],
[4,2] und [3,6]. Diese funf Pfeile konnen wir in einem zweidimensionalen Feld F wie in Abbildung 3.4 gezeigt

darstellen.
7—» ! @

Abbildung 3.3: Ein gerichtetes Netzwerk mit zwei Zusammenhangskomponenten

N(oo N

WIA|RIN(F

6
Abbildung 3.4: Zweidimensionales Feld

Dieses Feld enthélt funf Zeilen und zwei Spalten, wobei jede Zeile einen Pfeil reprasentiert. In Spalte 1 steht der
Anfangsknoten einer Kante, in Spalte 2 der Endknoten. Mit einer Indexoperation konnen wir auf die einzelnen
Elemente zugreifen, wobei Zeile und Spalte indiziert werden mussen. So ist der Anfangsknoten 4 von Kante
[4,5] wie folgt aus dem Feld ablesbar: F[3,1] = 4. Kanten von ungerichteten Netzwerken kénnen auf die gleiche
Weise mit einem zweidimensionalen Feld dargestellt werden.

Die Datenstruktur der einfach verketteten Liste ist dadurch gekennzeichnet, dass in jedem Element der Liste
Daten gespeichert werden und zusétzlich zu jedem Element der Liste dessen Nachfolger gespeichert wird. Auf
die einzelnen Elemente der Liste kann nicht direkt, sondern nur sequentiell zugegriffen werden, indem die Liste
von vorne (Anfang) bis zum Ende durchlaufen wird. Zwei Marken kennzeichnen Anfang und Ende der Liste.
Die folgende Abbildung veranschaulicht die Verkettung in einer Liste:

Anfang Ende

e T e T e e

Abbildung 3.5: Eine verkettete Liste
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Die Datenstrukturen Stapel und Schlange basieren auf der Datenstruktur der einfach verketteten Liste. Stapel

und Schlange verwalten im Kontext der Netzwerktheorie vor allem die Knoten der Knotenmenge V={1,...,n}.
Diese Datenstrukturen bilden temporére Speicher, mit denen unterschiedliche Prioritéten bei der Abarbeitung

von Algorithmen dargestellt werden kénnen. Man geht dabei von der Vorstellung aus, dass neue Elemente zur
Verarbeitung im Speicher schrittweise eintreffen. Gefragt wird,

e an welcher Stelle diese neuen Elemente gespeichert werden und
e welches der vorhandenen Elemente zur Weiterverarbeitung ausgewéhlt und aus dem
Speicher geldscht wird.

Bei einem Stapel (stack, Keller) kénnen lediglich an der Spitze Elemente hinzugefligt oder entfernt werden. Bei
einer Schlange (queue) werden Elemente nur am Anfang (am Kopf der Schlange) entfernt und nur am Ende
eingefligt. Ein Stapel stellt eine LIFO-Prioritat ("last in first out™) und eine Schlange einen FIFO-Prioritat
("first in first out™) dar. In objektorientierten Programmiersprachen, wie Delphi, Java oder C++, kénnen diese
Datenstrukturen Stapel und Schlange bequem als eine eigene Klasse implementiert werden.

3.2.2 Die Datenstruktur Stapel

Fur die Implementierung eines Stapels bendétigt man ein eindimensionales Feld S mit einer zusétzlichen Variable
top, die auf die Spitze des Stapels im Feld verweist (vgl. Abbildung 3.6 im Beispiel). Die grundlegenden
Operationen mit einem Stapel sind:

e Flge einen Knoten auf den Stapel hinzu,

e Lese und entferne den Knoten an der Spitze des Stapels.

Diese lassen sich als einzelne Prozeduren, die auf dem Stapel operieren, definieren und in objektorientierten
Programmiersprachen in einer Klassendefinition implementieren.

Beispiel 3.1

Wir betrachten folgendes Beispiel zur Verwaltung von Knotennummern der Knotenmenge V={1,...,5} in einem
Stapel. Gegeben ist der Stapel (4,2,5) in einem eindimensionalen Feld S der L&nge 5. Die Variable top verwaltet
die Spitze des Stapels. Wir nehmen top=3 an. top = 3 bedeutet, dass die Spitze des Stapels im Feld S am
Indexplatz 3 liegt S [top] = 5.

5 [« top=3
2
4

Abbildung 3.6: Stapel (4,2,5) mit top =3

Zwei Operationen mit dem Stapel S sollen hier gezeigt werden:
a) Lege den Knoten 1 auf die Spitze des Stapels S,
b) Entferne das Element 1 von der Spitze des Stapels S.
zu a) Lege den Knoten 1 auf die Spitze des Stapels S:

top :=top + 1,
S[top] := 1;

Der Stapel hat dann die Gestalt (4,2,5,1) mit top = 4.

«—top=4

B SR (60 1

Abbildung 3.7: Stapel (4,2,5,1) mit top = 4

zu b) Entferne das Element 1 von der Spitze des Stapels S:
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top :=top - 1;

«—top=3

N|g|=

4
Abbildung 3.8: Stapel = (4,2,5) mit top = 3 nach dem Entfernen des Elements 1

Der Stapel hat dann wieder die Gestalt Stapel (4,2,5), top = 3. Der Knoten 1 am Indexplatz 4 wird nicht explizit
geldscht, bleibt aber wirkungslos wegen top=3.

3.2.3 Die Datenstruktur Schlange

Fur die Implementierung einer Schlange bendtigt man ein Feld Q mit zwei zusatzlichen Variablen SK und SE,
die auf den Kopf der Schlange (SK) und auf das Ende der Schlange (SE) verweisen.

Auf der Datenstruktur Schlange werden die grundlegenden Operationen
e Fuge einen neuen Knoten an das Ende der Schlange an,

e Lese und entferne den Knoten am Schlangenkopf
vorgenommen. Diese lassen sich als einzelne Prozeduren, die auf der Schlange operieren, definieren und
ebenfalls in den objektorientierten Programmiersprachen in einer Klassendefinition implementieren.
Man geht von einem eindimensionalen Feld Q der L&nge n aus und baut die Schlange als eine einfach verkettete
Liste auf, beginnend am Schlangenkopf SK, wobei stets der Nachfolger in der Schlange gespeichert wird.
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Beispiel 3.2

Wir geben folgendes Beispiel zur Verwaltung von Knotennummern der Knotenmenge V={1,...,7} in einer
Schlange. Gegeben ist die Schlange (4,3,6) mit dem Kopf SK=4 und dem Ende SE=6.

SK
\
(4,3,6)
T
SE

Abbildung 3.9: Schlange (4,3,6) mit SK=4 und SE=6

Die Schlange wird als einfach verkette Liste der Nachfolger in einem eindimensionalen Feld Q der Lange 7
dargestellt:

SK SE
\ {
1 2 3 4 5 6 7
L [ lefs3f [ [ ]

Abbildung 3.10: Darstellung der Schlange (4,3,6) als Feld Q

Der Nachfolger von 4 ist 3, der Nachfolger von 3 ist 6, und das Element 6 = SE besitzt keine Nachfolger; SK =
4, SE = 6. Darstellung dieser Nachfolger im Feld Q: Q[4]=3, Q[3]=6. Mit den Zusatz-Informationen
Schlangenkopf SK=4 und Schlangenende SE=6 kénnen alle Elemente der Schlange im Feld Q durchlaufen
werden.
Zwei Operationen mit der Schlange Q sollen hier gezeigt werden:

a) Fige den Knoten 1 an das Schlangenende an,

b) Entferne das Element 4, das am Kopf der Schlange steht, aus der Schlange.

zu a) Fuge am Schlangenende SE = 6 den Knoten 1 ein:

Q[SE] :=1;
SE :=1;

Die Schlange ist dann gegeben durch (4,3,6,1), SK=4, SE = 1. Darstellung dieser Nachfolger im Feld S: Q[4] =
3,Q[3] =6, Q[6] = 1.

SE SK

{ \)

1 2 3 4 5 6 1
L [ [ef3[ [a2] |
Abbildung 3.11: Schlange (4,3,6,1)

zu b) Entferne aus Schlange (4,3,6,1) den Kopf SK = 4:
SK := Q[SK];
Die Schlange hat die Gestalt (3,6,1) und SK = 3 und SE = 1. Darstellung dieser Nachfolger im Feld Q: Q[3] =6,

Q[6] = 1. Die Relation Q[4] = 3 wird nicht explizit geléscht, sondern bleibt bestehen, ist aber wegen SK=3
wirkungslos.

SE SK
{ \
1 2 3 4 5 6 7
L [ lefs3f [a] |

Abbildung 3.12: Schlange (3,6,1) nach Entfernen des Elementes 4

Wir geben im folgenden die Implementation einer Schlange als eine Klasse mit einer Instanz Schlangel zur
Verwaltung von Knotennummern der Knotenmenge V={1,...,n} an (siehe Verfahren 3.1). In der Schlange als
einfach verketteter Liste werden die Nachfolger NF verwaltet. Die Prozeduren zur Manipulation sind:
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1. Initialisieren einer Schlange
2. Anflgen eines Elementes am Schlangenende
3. Lesen und Entfernen eines Elementes am Schlangenkopf

Die Datenstruktur Schlange erweist sich auch als effizient, wenn es um die Verwaltung von Knoten im Netzwerk
geht, die von Algorithmen markiert werden. Eine Vielzahl von Verfahren in der Netzwerktheorie, wie z. B.
Kirzeste-Wege-Verfahren oder Netzwerk-Fluss-Verfahren markieren Knoten. Hierbei setzt man temporére
Marken auf die Knoten. Damit konnen die verschiedenen Zustédnde der Knoten unterschieden werden. Verwaltet
man die markierten Knoten in einem eindimensionalen Feld, so ist zur Aufsuche markierter Knoten ein
Durchlauf durch das ganze Feld erforderlich, also insgesamt n Abfragen. Werden die markierten Knoten
hingegen in einer Schlange verwaltet, so missen lediglich die Elemente der Schlange durchlaufen werden.
Dieses kann mit der Funktion aus Verfahren 3.2 geschehen. Hier werden nur die wirklich markierten Knoten
durchlaufen, was fiir die Beschleunigung von Verfahren von Bedeutung ist.

Verfahren 3.1: Implementation einer Schlange

Type TSchlange = Class
Private
Liste: Arrayl[l..n] of Integer;
SK, SE: Integer; //Schlangenkopf SK und Schlangenende SE
Public
Procedure Initial;
Procedure Anfuegen (x: Integer);
Procedure Entnehmen (Var x: Integer);
End;

Var Schlangel: TSchlange;

Procedure TSchlange.Initial; //Erzeugt eine leere Schlange
Begin

SK:=0;
SE :=0;
End;

Procedure TSchlange.Anfuegen (x: Integer);
//Figt Element x am Ende der Schlange an

Begin
If SK > 0 //Schlange ist nicht leer
Then
Begin
Liste[SE] :=x; //x wird Nachfolger von SE
SE:=x;
End
Else //Schlange ist leer
Begin
SK:=x;
SE:=x;
End;
End;

Procedure TSchlange.Entnehmen (Var x: Integer);
Begin
x:=SK
If SK <> SE
Then SK:=Liste[SK] //neuer Schlangenkopf

Else
Begin
SK:=0;
SE:=0;

End; //Schlange ist leer
End;
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Verfahren 3.2

Function In_Schlange (x: Integer): Boolean;
//Liefert True, wenn x in der Schlange auffindbar ist
Var j: Integer;
Ende: Boolean;
Begin
In Schlange:=False;
If SK > 0 Then
Begin
Jj:=SK;
Ende:=False;
Repeat
if j = x Then
Begin
In Schlange:=true;
Ende:=true;

End;
If § = SE
Then Ende:=true //Schlagenende erreicht
Else j:=Listel[j]; // 3 fortschreiben
Until Ende;
End;
End;

3.3 Komplexitat von Algorithmen

Wenn man verschiedene Algorithmen, die das gleiche Problem ldsen, miteinander vergleichen méchte, so stellt
sich die Frage nach einem VergleichsmaRstab. Hier soll die Zeit (Laufzeit) bestimmt werden, die ein
Algorithmus zur Losung eines Problems bendtigt. Diese Laufzeit eines Algorithmus soll in das Verhaltnis zur
GroRe seiner Inputdaten fur eine Instanz gesetzt werden und gefragt werden, mit welcher Weise die Laufzeit mit
der GroRe seiner Inputdaten anwéchst. Wachst die Laufzeit etwa linear, oder quadratisch oder gar exponentiell?
Man spricht dann von der Zeitkomplexitat eines Algorithmus, und ein Algorithmus ist um so besser, desto
langsamer das Wachstum der Laufzeit, d.h. desto geringer seine Zeitkomplexitét ist.

Die Laufzeit wird summarisch abgeschétzt durch die Anzahl der erforderlichen elementaren arithmetischen
Operationen, wie Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division. Dabei geht man vom sequentiellen Ablauf
des Algorithmus auf einer von-Neumann-Maschine aus. Die GroRe der Inputdaten wird im Allgemeinen durch
die Anzahl der Bits bestimmt, die zur bindren Darstellung der Daten erforderlich sind. Bei Netzwerk-
Algorithmen kann die Grol3e der Inputdaten auch durch Parameter des Netzwerkes beschrieben werden, wie die
Knotenzahl n, die Kantenzahl m oder das groRte Gewicht auf den Kanten Cyax. Die Laufzeit eines Algorithmus
wird dann als eine Funktion L(I) der GroRe I der Inputdaten mit dem Symbol O abgeschétzt. Die Funktion L
wird auch als Komplexitatsfunktion bezeichnet.

Wir sagen, ein Algorithmus besitzt die Zeitkomplexitat L(I), wenn eine Konstante ¢ > 0 existiert, so dass die
Laufzeit < c*L (1) fur alle | oberhalb einer Schranke I, ist und bezeichnen diese Komplexitat mit O(L). Wir sagen
auch, das Verfahren besitze einen Aufwand von O(L). Die Abschétzung der Zeitkomplexitét erfolgt fur den
schlechtesten Fall (worst case), der entsteht, wenn eine Instanz von gegebener Grolie gewahlt wird, die den
héchsten Berechnungsaufwand unter allen anderen Instanzen gleicher GroRe erfordert. Die Abschatzung der
Zeitkomplexitét flr den worst case ist haufig deutlich schlechter als fir den medium case, der einen Mittelwert
der Zeitkomplexitat tiber zuféllig gezogene gleichverteilte Instanzen darstelit.

Ein Beispiel fiir eine Zeitkomplexitat ist O(n®). Dies trifft fir Verfahren zu, kiirzeste Wege zu bestimmen (vgl.
Kapitel 7). Die Zeitkomplexitat von O(nd) ist ein Polynom in den Parametern des Netzwerkes. Man spricht daher
auch von polynomialen Algorithmen. Werden z.B. alle Zeilen i und Spalten j einer Knoten-Knoten-
Adjazenzmatrix in einer doppelten Schleife der Gestalt
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Fori:=1to ndo
Forj:=1ton do

verwaltet, so besitzt diese Konstruktion eine Zeitkomplexitat von n?. Fiir groBe Werte von n dominiert der
hdchste Term eines Polynoms. Deshalb kénnen in der Abschatzung mit dem Symbol O die Terme niedriger
Ordnung fortgelassen werden: O(n? + n ) = O(n?).

Um die NetzwerkgrofRe Cmax bindr zu verschliisseln, bendtigt man 21092 Cmax Bits, also eine Exponentialfunktion
mit dem Argument log>Cmax. Verfahren, die die Parameter des Netzwerkes einschlieBlich der Konstanten Cax
als ein Polynom in ihrer Komplexitatsfunktion besitzen, sind daher streng genommen nicht mehr ein Polynom in
der GroRe der Inputdaten. Sie werden aber als pseudopolynomial bezeichnet, so z.B. O(n Cmax ). Dies bedeutet,
dass fur festes Cmax die Laufzeit polynomial ist.

Wihrend polynominale Verfahren als schnell eingestuft und daher als vorteilhaft angesehen werden, gelten
exponentielle Verfahren als langsam oder als schwer. Die in Tabelle 3.1 dokumentierten Laufzeiten von einigen
Komplexitatsfunktionen unterstreichen diese Aussage. Man spricht von exponentieller Zeitkomplexitat, wenn
das Verfahren eine exponentielle Komplexitatsfunktion aufweist, so z.B. O(2") oder O(3"). Eine grof3e Klasse
von Optimierungsproblemen in Netzwerken weist diese unbefriedigende schlechte oder eine noch schlechtere
Zeitkomplexitat auf, so z. B. das Travelling Salesman Problem. Man bezeichnet diese Klasse als NP-schwer.
Charakteristisch hierfir ist, dass die Probleme in dieser Klasse untereinander mit lediglich polynominalem
Aufwand transformiert werden kdnnen. Dieses bedeutet, wenn ein schneller polynominaler Algorithmus fur ein
Problem dieser Klasse gefunden werden kénnte, dann wiirde flr alle diese Probleme ein schneller Algorithmus
jedenfalls theoretisch zur Verfiigung stehen. Zwar gibt es keinen endgultigen Beweis dafiir, dass kein schneller
polynominaler Algorithmus flr eines der Probleme aus der Klasse der NP-vollstandigen existiert. Da man bisher
trotz aller Bemilhungen kein derartiges Verfahren gefunden hat, wird die Vermutung sehr stark unterstitzt, dass
kein polynominales Verfahren gefunden werden kann. Die Tabelle 3.1 gibt nach Gary und Johnson (1979) das
Wachstum der Rechenzeiten fiir polynominal Iésbare Probleme im Vergleich zu Verfahren mit exponentiellem
Aufwand (2" und 3") an. Der Tabelle liegt die Annahme zugrunde, dass fir eine elementare Operation die
Zeitdauer von 10°¢ Sekunden bendtigt wird. Man beachte, dass die Rechenzeiten der Verfahren mit
exponentiellem Aufwand fiir groBBes ein n sehr schnell in den Bereich von Jahrhunderten geraten. Hieraus kann
gefolgert werden, dass selbst bei einem groBen Fortschritt in der Computertechnologie das Berechnungsproblem
der Klasse der NP-vollstdndigen Probleme bestehen bleibt, solange die Algorithmen sequentiell auf einer von-
Neumann-Maschine abgearbeitet werden. Bei paralleler Verarbeitung, z.B. auf einem Quantencomputer, kdnnen
die Bearbeitungszeiten deutlich schrumpfen.

GroRe n
Zeit
Komplexilitats- 10 20 30 40 50 60
funktion
.00001 .00002 .00003 .00004 .00005 .00006
n Sekunden Sekunden Sekunden Sekunden Sekunden Sekunden
.0001 .0004 .0009 .0016 .0025 .0036
n2 Sekunden Sekunden Sekunden Sekunden Sekunden Sekunden
.001 .008 .027 .064 125 .216
n3 Sekunden Sekunden Sekunden Sekunden Sekunden Sekunden
1 3.2 24.3 1.7 5.2 13.0
n° Sekunden Sekunden Sekunden Minuten Minuten Minuten
.001 1.0 17.9 12.7 35.7 366
2" Sekunden Sekunden Minuten Tage Jahre Jahrhunderte
.059 58 6.5 3855 2x10° 1.3x10"
3" Sekunden Minuten Jahre Jahrhunderte|Jahrhunderte| Jahrhunderte

Tabelle 3.1: Wachstum von Rechenzeiten in Abhangigkeit von der Komplexitét eines Algorithmus

3.4 Heuristische Verfahren

Viele Probleme lassen sich nicht oder nur mit unverhéltnismaiig groen Rechenaufwand exakt 16sen. Daher
werden in der Praxis vielfach N&herungsverfahren, sogenannte Heuristiken, eingesetzt. Heuristische Verfahren
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bestehen aus bestimmten VVorgehensregeln zur Lsungsfindung oder -verbesserung, die hinsichtlich des
angestrebten Zieles und unter Beruicksichtigung der Problemstruktur sinnvoll, zweckmé&Rig und
erfolgversprechend erscheinen. Heuristische Verfahren garantieren zwar nicht mit Sicherheit das Auffinden einer
optimalen Ldsung, sie liefern jedoch Ldsungen, die relativ zum Lésungsaufwand als zufriedenstellend
empfunden werden. Die mit heuristischen Verfahren erzielbaren Lsungen werden als Suboptima oder
suboptimale Losungen bezeichnet. Heuristiken bieten gegenuiber exakten Verfahren den Vorteil, dass sie mit
polynomial beschranktem Rechenaufwand auskommen. Nachteilig ist bei diesen Verfahren allerdings die
Tatsache, dass nicht ohne weiteres zu erkennen ist, wie gut die jeweils gefundene Lésung ist, also um welchen
Betrag sie vom Optimum abweicht. Fiir manche Heuristiken kann angegeben werden, um welchen Faktor sie
vom Optimum abweichen. Bezeichnet man fiir eine Instanz | eines Minimierungsproblems den Wert des
Minimums mit Opt(l) und den mit einer Heuristik gewonnenen Wert mit H(l), so gilt Opt(l) < H(l). Wenn es
eine Konstante C > 1 gibt, sodass fur alle Instanzen eines Minimierungsproblems H(l) < C*Opt(l) gilt, so spricht
man davon, dass die Heuristik eine Performance Garantie von C besitzt. So besitzt die Heuristik zur
Bestimmung eines Steiner-Baums (vgl. Kapitel 6) die Performance Garantie von 2, d.h. die von der Heuristik
gewonnen Ldsung ist hdchstens um 100% vom Optimum entfernt.

Eine Klasse von Heuristiken wird als Greedy-Verfahren beschrieben. ,,Greedy* heilit gierig und beschreibt das
Loésungsverfahren, in jedem Schritt die néchstliegende Losung zu wahlen, welche z.B. die grofite
Kostenreduktion oder den kleinsten Kostenanstieg verspricht. Dieses ,,kurzsichtige® Vorgehen verfehlt aber
héufig das globale Optimum. Wéhrend die klassischen Heuristiken deterministische Verfahren sind, sind in den
vergangenen Jahren stochastische Ansétze hinzugekommen. Hier ist an genetische Algorithmen und an
Simulated Annealing zu denken. Genetische Algorithmen erzeugen generationsweise eine Vielzahl
verschiedener Losungen und schreiben diese von Generation zu Generation fort. Jede Generation entsteht aus der
Vorgangergeneration durch Rekombination und Mutation, aus denen mit einem Selektionsprozess die besten
Losungen an die Folgegeneration weiter gegeben werden. Simulated Annealing meint simulierte Abklhlung und
bildet nach, wie sich Atome im Kristallgitter im Abkihlungsprozess einordnen. Das Ziel ist, bei
deterministischen Heuristiken, wie z.B. Greedy-Verfahren, lokale Optima nach Mdglichkeit zu vermeiden,
indem die Schritte mit einer positiven, aber abnehmenden Wahrscheinlichkeit auch Lésungen zulassen, die vom
lokalen Optimum abweichen.

Heuristiken sind beim Einsatz von Branch and Bound Verfahren (siehe unten) unverzichtbar, um etwa bei
einem Minimierungsproblem obere Schranken flr den Optimalwert der Zielfunktion zu gewinnen. Werden dann
zusétzlich untere Schranken, etwa mit der Technik der Lagrange-Relaxation (vgl. Kapitel 9), ermittelt, so kann
aus der Differenz von oberer und unterer Schranke die Gite der Losung der Heuristiken abgeschatzt werden.
Man sollte einen mdglichst hohen Rechenaufwand in die Gewinnung von Lésungen mit Heuristiken zu stecken,
um mdoglichst gute obere Schranken zu erzielen, da sich dann der Suchbaum im Branch and Bound Verfahren
drastisch verkdrzt.

3.5 Branch-and-Bound-Verfahren

Das Branch-and-Bound-Verfahren wird zur Lésung von Problemen eingesetzt, fur die keine schnellen,
polynomialen Verfahren bekannt sind, wie beim Travelling-Salesman-Problem oder beim p-Median-Problem.
Beispiele fur den Ablauf des Branch-and-Bound-Verfahrens werden unten im Kapitel 12 zur Ldsung des
Travelling-Salesman-Problems und im Kapitel 9 zur Losung des p-Median-Problems gegeben.

An dieser Stelle erlautern wir diesen Ansatz am Beispiel eines Problems, eine Funktion x — f(x) Uber einer
Menge M von zuldssigen Lésungen X zu minimieren, d.h.

MINf (),

XeM
wobei die Menge M durch eine Anzahl von Nebenbedingungen beschrieben wird. Wir bezeichnen mit z* das
Minimum von f tber M.

Die Grundidee des Branch-and-Bound-Ansatzes besteht darin, das zu l6sende Problem der Minimierung tiber M
=T, in Teilprobleme der Minimierung Uber Teilmengen T; von M aufzuspalten (branching) und diese
Teilprobleme gesondert zu untersuchen. Die folgende Abbildung 3.13 veranschaulicht den Entscheidungsbaum
der fortgesetzten Zerlegung in Teilprobleme.
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Wurzel
Gesamtproblem T

Teilproblem Teilproblem Teilproblem

T1_1 T1_2 - Tl_k

Teilproblem

Teilproblem
T1_1_1

Teilproblem
T1_1_2

Tl_l_k

Abbildung 3.14: Entscheidungsbaum beim Branch-and-Bound-Verfahren

Die Aufspaltung muss disjunkt und erschépfend sein, das bedeutet fiir die Aufspaltung von T, in k Teilmengen
T11, T 2,..., T1k dass je zwei dieser Teilmengen keine gemeinsamen Elemente enthalten durfen und ferner, dass
die Vereinigung aller k Teilmengen wieder ganz T, ergeben muss.

Fir jedes Teilproblem wird das Minimum MTIN (X) nicht direkt berechnet, sondern eine obere Schranke U;

und eine untere Schranke L; fur MTIN T (X) berechnet und so der unbekannte Wert von MTIN f(x)

eingegrenzt.

Da der Entscheidungsbaum durch die Aufspaltung in Teilprobleme T; schnell sehr groRe Dimensionen
annehmen kann, ist es erforderlich, die Schranken fiir die Teilprobleme mit schnellen Algorithmen zu bearbeiten.
Deswegen werden fir die Teilprobleme schnell berechenbare, auch als Relaxationen bezeichnete untere
Schranken bestimmt. Die Relaxationen kommen zustande, indem bestimmte Nebenbedingungen, welche die
Menge M beschreiben, entweder ganz entfallen oder gelockert werden. Ein Beispiel ist, die
Ganzzahligkeitsforderung fur eine Variable fallen zulassen. Eine andere Mdglichkeit ist die Lagrange-Relaxation
(vergl. Kapitel 9). Fur das relaxierte Problem wird eine schnell berechenbare Funktion fr gewéhlt mit fr < f. Der
Wertebereich des einem Teilproblem T;zugeordneten relaxierten Problems wird mit R(T;) beschrieben. Wegen
der Relaxation hat man T; < R(T;) und deswegen:

MIN f (x) < MIN f(x)

R(T)
M(Il;l f (X) im Teilproblem T; stellt eine untere Schranke fir MIN f(X) dar und wird mit L; bezeichnet.
R(T; T
Die niedrigste bislang aufgefundene untere Schranke L; wird als Wert L fortgeschrieben. Ferner wird flr jedes
Teilproblem des Entscheidungsbaums mit einer Heuristik eine Lésung X € M bestimmt, deren Wert f(x) eine
obere Schranke Ui; furr die optimale Ldsung z* ergibt. Die niedrigste bislang aufgefundene obere Schranke U;
wird als die beste bekannte Ldsung U des Branch-and-Bound-Verfahrens fortgeschrieben und der zugehérige

Knoten temporar gespeichert.

Fur den Fortgang des Branch-and-Bound-Verfahrens ist nun die Argumentation entscheidend, dass
Teilprobleme T; nicht weiter aufgespalten und untersucht werden miissen, wenn deren untere Schranken L; die
beste bekannte Ldsung U des Branch-and-Bound-Verfahrens (ibersteigen:
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Li>U.

Der Verzweigungsprozess kann dann bei diesen Teilproblemen abgebrochen werden, da sicher ist, dass diese die
optimale Losung nicht enthalten. Dieser Vorgang wird auch als Bounding bezeichnet.

Die Teilprobleme des Verzweigungsprozesses werden in einer Liste verwaltet, aus der Teilprobleme gestrichen
und in welche die neu verzweigten Teilprobleme aufgenommen werden.

Als Abbruchkriterium fiir das Branch-and-Bound-Verfahren gilt eine der beiden folgenden Bedingungen:
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1.

Die Liste der Teilprobleme ist leer. Dann wurden alle VVerzweigungen, die unter Ausschluss von
Teilproblemen mit L; > U im Entscheidungsbaum mdglich sind, gebildet. Dann wird als optimale
Ldsung das x € M des temporér gespeicherten Knotens mit U; = U gewéhit.

Die Liste ist nicht leer, und die optimale Lésung x* mit L = f(x*) = z* wird in einem Teilproblem T;
aufgefunden, wenn folgendes gilt:

(1) () = Li = MINT, ()

(2) x* € M. Das relaxierte Problem nimmt also sein Minimum bei einer zuldssigen Lésung an.
@) fr(x*) =L

Das Branch-and-Bound-Verfahren lauft dann wie folgt ab:

Verfahren 3.3: Branch-and-Bound-Algorithmus

1. Initialisierung

1.1
1.2
1.3
1.4

Liste =1 Porf

Bestimme die obere Schranke U, und die untere Schranke Lo
Setze U=Uo, L=1Lo

Prufe Abbruch. Wenn Abbruch, dann Stop, ansonsten Goto 2.

2. Verarbeitung

21
2.2

2.3

2.4

2.5
2.6

Waéhle Pj aus der Liste aus und streiche Pi aus der Liste

Falls eine Verzweigung moglich ist, verzweige Pi in die Teilprobleme Pi_s,...,Pi_k
und nehme diese Teilprobleme in die Liste auf.

Berechne die oberen Schranken Ui_g,...,Ui_xund die unteren Schranken L_1,...,Li k
der Teilprobleme Pi 1,...,Pi k

Aktualisiere die Schranken L und U: L = Min (L, Li 1,...,Li k) und

U =Min (U, Uia,...,Ui k)

Speichere das Teilproblem Pi_itemporér, wo das Minimum U erreicht wurde.
Streiche alle Teilprobleme Pk aus der Liste mit Lx> U.

Prufe Abbruch. Wenn Abbruch, dann Stop, ansonsten Goto 2.

Zur schrittweisen Entwicklung des Entscheidungsbaums ist die Anwendung von zwei Regeln entscheidend. Der
konkrete Ablauf eines Branch-and-Bound-Verfahrens hangt von der Ausgestaltung dieser Regeln ab.

Die Selektions-Regel gibt an, welches Blatt des Entscheidungsbaums weiter
aufgespalten wird. Hier werden Verfahren der Breitensuche oder der Tiefensuche
angewendet. Die Liste ist dann als Schlange oder als Stapel zu fiihren. Eine weitere
Selektions-Regel ist die Auswahl des Blattes fiir die weitere Aufspaltung, bei dem
die obere Schranke U angenommen wird.

Die Verzweigungs-Regel (Branching-Regel) gibt an, nach welchen Kriterien ein
Blatt in Nachfolger aufgespalten wird. Gute Verzweigungs-Regeln sollen mdglichst
wenig neue nachfolgende  Teilprobleme an den Blatt-Knoten  des
Entscheidungsbaums erzeugen, um den Baum klein zu halten.

Ferner ist zu fragen, mit welchen Verfahren die unteren Schranken bestimmt werden. Dabei ist die Qualitét
der unteren Schranken von Bedeutung. Je starker sich die untere Schranke dem Minimum z* annéhert, desto
bessere Chancen bestehen, mit dem oben beschriebenen Kriterium L; > U irrelevante Teilprobleme zu erkennen.
Untere Schranken, die nahe an das Optimum heranreichen, kdnnen viel groRere Teile des Entscheidungsbaums
als irrelevant abschneiden und sind deswegen fir Branch-and-Bound-L&sungen besser geeignet. So ist z.B. beim
p-Median Problem die Lagrange-Relaxation als untere Schranke derartig streng, dass hdufig schon im
Wourzelknoten des Entscheidungsbaums das Optimum aufgefunden wird (vgl. Kapitel 9). Aber auch die Gite der
oberen Schranke U entscheidet dariiber, ob groRRe Teile des Entscheidungsbaumes als irrelevant abgeschnitten
werden konnen. Daher rechtfertigt die Bestimmung der oberen Schranke durchaus einen grélReren
Berechnungsaufwand.

Weiterfihrende Literatur
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4 Reprasentation von Netzwerken

4.1 Problemstellung

Da ein Computer Netzwerke nicht anschaulich wie ein Mensch erfassen, sondern nur Knoten und deren
Verbindungen systematisch Gberpriifen kann, ist bei der Implementation von Netzwerken zu fragen, wie die
Knotenmenge V = {1,...,n} und die Kanten- oder Pfeilmenge E = {ej,....,em} in einem Computer repréasentiert
werden sollen. Gefragt wird nach Datenstrukturen, die fir die Implementation von Netzwerk-Algorithmen auf
Computern von Bedeutung sind. Welche Art der Beschreibung geeignet ist, hangt vom Kontext und von den
Zielen ab, die verfolgt werden:

Sollen Zusammenhé&nge didaktisch einfach dargestellt werden?
Soll Speicherplatz bei sehr groen Netzwerken eingespart werden?
Soll die Rechenzeit von Algorithmen verkirzt werden?

Sollen Algorithmen vereinfacht werden?

Bei der Wahl der Datenstruktur ist stets der im vorigen Kapitel 3 beschriebene Komplexitats-Trade Off zwischen
Datenstrukturen und darauf operierenden Algorithmen zu beachten.

Zur Beschreibung der Datenstrukturen gehen wir von einer Knotenmenge V = {1,...,n} und einer bewerteten
Kanten- oder Pfeilmenge E = {ey,....,.em} des zugrunde liegenden Netzwerks aus. Diese Beschreibungen sollen
zusétzlich anhand des Netzwerks von Abbildung 4.1 beispielhaft erldutert werden.

@ 10 :

7 3

Knotenmenge V = {1,2,3,4}
Kantenmange E = {(1,2), (1,3), (1,4), (3,4)}

2

Abbildung 4.1: Bewertetes Netzwerk im ungerichteten Fall

4.2 Reprasentation als Knotenfeld und als Kantenfeld

Da ein Netzwerk durch die Angabe der Knotenmenge V = {1,...,n} und der Kanten- oder Pfeilmenge E =
{e1,.....em} in seiner Grundstruktur beschrieben werden kann, reichen fiir eine Reprasentation der Daten zwei
Felder aus: Ein eindimensionales Feld FV fir die Knoten und ein zweidimensionales Feld FE fiir die Kanten. An
jeder Indexposition k im Feld FE ist eine Kante (i,j) eingetragen, so dass mit FE[k,1] auf den
Kantenanfangsknoten i und mit FE[k,2] auf den Kantenendknoten j zugegriffen werden kann. Im Feld FE
kénnen die Kanten nach verschiednen Kriterien angeordnet werden:

1. Die Kanten sind ungeordnet.

2. Die Kanten werden geordnet nach aufsteigender Nummer des Kantenanfangsknotens. Bei dieser
Anordnung erhélt man alle von einem Knoten ausgehenden Kanten hintereinander.

3. Die Kanten werden geordnet nach dem Knotengrad des Kantenanfangsknotens.

4. Die Kanten werden geordnet nach dem Gewicht der Kanten. Diese Anordnung wird bei den Verfahren
zur Bestimmung der kiirzesten aufspannenden Baume benutzt (vgl. Kapitel 6).

Ein Vorteil der Darstellungsart als Knotenfeld und als Kantenfeld ist die didaktisch einfache Ubertragung des
Netzwerkbegriffs auf die Datenstruktur und die Eignung fiir eine "Quick-and-Easy-Programmierung". Nachteilig
ist aber, dass nicht alle Nachfolger eines Knoten direkt zur Verfiigung stehen, sondern erst gesucht werden
mussen, so dass bei groRen Netzwerken lange Laufzeiten fiir die Berechnung entstehen kénnen.
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4.3 Darstellung als Knoten-Knoten-Adjazenzmatrix

Die dem Netzwerk zugeordnete (n x n) - Matrix A hei8t Adjazenzmatrix, wenn fir die Elemente a; gilt:

e ajj=1falls (i,j) € E im ungerichteten Fall bzw. [i,j] € E im gerichteten Fall und

e ajj=0sonst (furallei,j=1,..,n).
Das bedeutet, die Adjazenzmatrix enthalt in Spalte i/Zeile j eine 1, wenn die Knoten i und j durch eine Kante (im
ungerichteten Fall) bzw. einen Pfeil (im gerichteten Fall) verbunden, also adjazent zueinander sind; ansonsten
steht dort eine 0. Bei ungerichteten Netzwerken ist A symmetrisch, bei gerichteten Netzwerken unsymmetrisch.
Die Bewertung der Kanten kann mit einer Adjazenzmatrix nicht dargestellt werden. Diese Darstellung erfordert
bei groRer Knotenzahl n einen hohen Speicherplatzbedarf von n2 — n Speicherplétzen, was unwirtschaftlich ist,
wenn A viele Nullen und wenig Einsen besitzt, d.h. dinn besetzt ist. Andererseits ist heute Speicherplatz nicht
mehr knapp wie in der Frilhzeit des Computers, so dass dieses Argument nicht mehr besonders ins Gewicht fallt.
Die Darstellung als Adjazenzmatrix ist geeignet fur eine didaktisch einfache Présentation eines Netzwerkes.

Tabelle 4.1 zeigt die Adjazenzmatrix fir das Netzwerk in Abbildung 4.1:

Vond Nach—> | 1 | 2 | 3 | 4
1 0|l1]1]1
2 1l0]o0]o0
3 1/0]lo]1
4 1lol1]o0

Tabelle 4.1: Knoten-Knoten-Adjazenzmatrix

4.4 Darstellung als Kostenmatrix

Die Darstellung als Knotenmatrix erfasst zusatzlich zur Adjazenz-Relation die Bewertung des Netzwerks als
eine Kostenmatrix und ist analog zur Knoten-Knoten-Adjazenzmatrix, nur dass anstelle der Eins die Entfernung
eingetragen wird und anstelle der Null unendlich oder ein sehr grof3e Zahl, die den Knoten als nicht erreichbar
symbolisiert. Die Darstellung als Kostenmatrix ist sehr geeignet flr eine didaktisch einfache Présentation eines
Netzwerkes und liegt deshalb héaufig didaktisch einfachen Heuristiken, wie z. B. dem Travelling Salesman
Problem, zugrunde. Beispiel der Kostenmatrix fir Netzwerk in Abbildung 4.1:

Von! Nach»> | 1 | 2 | 3| 4
1 0|10 73
2 10 0 0 0
3 7| o] 0] 2
4 3| o |2]0

Tabelle 4.2: Kostenmatrix

Die Datenstrukturen der Adjazenzmatrix wie auch der Kostenmatrix erweisen sich hinsichtlich des
Laufzeitverhaltens dann als ungiinstig, wenn mit dieser Datenstruktur alle Nachfolger eines Knoten i aufgesucht
werden sollen. In diesem Fall sind alle n-1 Elemente einer Zeile i auf Nachfolger der zu der Zeile i gehérenden
Knoten zu durchsuchen. Selbst wenn nur ein Nachfolger eines Knoten existiert, sind dafiir n-1 Suchschritte
erforderlich. Wir haben hier ein schdnes Beispiel dafiir, wie die einfache Datenstruktur der Kostenmatrix zu
langen Laufzeiten fiihrt. Ein beschleunigter Zugriff auf die Nachfolger eines Knotens wird unten unter 4 als
Kombination der Knoten- und Kantenfelder dargestellt.

4.5 Darstellung als Knoten-Kanten-Inzidenzmatrix

In einer Knoten-Kanten-Inzidenzmatrix werden in den Zeilen die Knoten und in den Spalten die Kanten bzw.
Pfeile des Netzwerkes gegeneinander abgetragen.
Im Falle eines ungerichteten Netzwerks N heif3t die (n x m) — Matrix H Inzidenzmatrix, wenn fiir die Elemente
hik gilt:

e hik =1, falls ex inzident mit i und

e hik=0sonst(firallei=1,.,n;k=1,...,.m)
Das bedeutet, die Matrix enthalt in Zeile i/Spalte j eine 1, wenn die in Spalte j abgetragene Kante zum Knoten i
inzident ist und ansonsten eine 0.
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Im Falle eines gerichteten Netzwerks N heif3t die (n x m) — Matrix H Inzidenzmatrix, wenn fir die Elemente hi
gilt:

e hix =1, falls ex positiv inzident mit i und

e hix = -1, falls ex negativ inzident mit i und

e hik=0sonst(firallei=1,..,n;k=1,....m)
Das bedeutet, die Matrix enthalt in Zeile i/Spalte j eine 1, wenn die in Spalte j abgetragene Kante zum Knoten i
positiv inzident ist, eine -1, wenn sie zum Knoten i negativ inzident ist und ansonsten eine 0.

Die Darstellung als Inzidenzmatrix wird vor allem fur die einfache Darstellung von Netzwerkflussen als ein
Lineares Programm benétigt. Beispiel der Inzidenzmatrix fir das Netzwerk in Abbildung 4.1:

Knoten! Kanten— | (1,2) (1,3) (1,4) (3,4)
1 1 1 1 0
2 1 0 0 0
3 0 1 0 1
4 0 0 1 1

Tabelle 4.3: Knoten-Kanten-Inzidenzmatrix

4.6 Darstellung der Nachbarn in Feldern

Fur viele Verfahren ist das Aufsuchen aller Nachfolger N(i) (im gerichteten Fall) oder aller Nachbarn N(i) (im
ungerichteten Fall) eines Knotens i ein wichtiger Bestandteil. Der schnelle Zugriff auf die Nachfolger ist mit
einer Kombination zweier Felder méglich: dem Knotenfeld und dem Kantenfeld. Diese Form der Reprasentation
wird in der Literatur als Foreward Star bezeichnet und ist sowohl schnell wie auch besonders wirtschaftlich
hinsichtlich des Speicherplatzbedarfs, wenn es fir jeden Knoten nur wenige Nachbarn gibt (z.B. bei
Strallennetzen). Ist das Netzwerk vollstandig (oder nahezu vollstandig), so tritt bei n Knoten eine Anzahl von
Kanten in der GrofRenordnung von n2 auf. Dann besitzt diese Darstellungsform mit zwei Feldern weder einen
Speicherplatzvorteil noch einen Laufzeitvorteil gegeniiber der Knoten-Knoten-Adjazenzmatrix der Grof3e

n x n. Die folgende Betrachtung ist flir gerichtete und ungerichtete Netzwerke gleichermal3en giltig. Die
Ubertragung auf VVorgangerfelder (Backward Star) im gerichteten Fall ist analog.

Im folgenden wird das Netzwerk aus Abbildung 4.1 in dieser Form dargestellt. Im Knotenfeld wird fr jeden
Knoten die Anzahl der Nachbarn sowie eine Sprungstelle in das Nachbarfeld dargestellt. Springt man in die
Sprungstelle des Nachbarfeldes, werden dort der Reihe nach die Knotennummern der Nachbarn dargestellt. Wir
vereinbaren, um Eindeutigkeit im Verfahren zu erhalten, dass die Nachfolger j aus der Menge N(i) in
aufsteigender Reihenfolge im Nachbarfeld dargestellt werden. Zur Vorbereitung verschaffen wir uns in
folgender Tabelle eine Ubersicht iiber die Nachbarn im Netzwerk von Abbildung 4.1:

Knoten i N(i) Anzahl Nachbarn
1 N(1) ={2,3,4} 3
2 N(2) = {1} 1
3 N(3) ={1,4} 2
4 N(4) = {1,3} 2

Tabelle 4.4: Nachbarn der Knoten von Netzwerk der Abbildung 4.1

Knotenfeld Nachbarfeld
Knoten i Anzahl Nachbarn | Sprungstelle Platz-Nr. Nachbar
1 3 1 > 1 2
2 1 4 — 2 3
3 2 5 3 4
4 2 7 ™ 4 1
5 1
6 4
™ 7 1
8 3

Abbildung 4.2: Knotenfeld und Nachbarfeld
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Das Knotenfeld ist ein Feld mit 3 Spalten und n Zeilen:
Spalte 1: Knoten-Nr.

Spalte 2: Anzahl Nachbarn

Spalte 3: Index im Nachbarfeld (Sprungstelle)

Das Nachbarfeld ist ein Feld mit 2 Spalten und 2*m Zeilen im ungerichteten Fall, da jede Kante im
ungerichteten Fall doppelt erfasst wird, und m Zeilen im gerichteten Fall:
Spalte 1:Laufender Index der Kante von 1 bis 2*m (ungerichteter Fall)
oder 1 bis m (gerichteter Fall)
Spalte 2: Knoten-Nr. der Nachbarn

Im Knotenfeld und im Nachbarfeld dient jeweils die erste Spalte nur der Veranschaulichung und kann auch
entfallen, sofern die Knoten fortlaufend von 1 bis n nummeriert sind. Im Nachbarfeld kénnen als weitere Spalte
die Entfernung als Kantenbewertung aufgenommen werden oder auch weitere Spalten fur Informationen tber die
Verbindung, z. B. bei Stralennetzen die Beschaffenheit der StralRe oder deren amtliche Bezeichnung der
StraRendmter, wie A7 oder B24. Mit der Kombination von Knotenfeld und dem Nachbarfeld lassen sich in einer
FOR-TO-DO-Schleife auf einfache Weise alle Nachbarn N(i) eines Knotens i darstellen:

For k := Knotenfeld [3,i] to Knotenfeld [3,i] + Knotenfeld [2,i] — 1 Do
Gebe Nachbarfeld [2,k] aus

Knotenfeld [3,i] bedeutet dabei Zugriff auf Spalte 3/Zeile i des Knotenfeldes, Nachbarfeld [2,k] auf Spalte
2/Zeile k des Nachbarfeldes. Damit ist das Ziel erreicht, schnell und kompakt auf die Informationen zu den
Nachbarn eines Knotens zuzugreifen.

Die folgende Tabelle stellt die einzelnen Mdglichkeiten zusammen, ein Netzwerk mit einer geeigneten
Datenstruktur zu reprasentieren, und weist die VVor- und Nachteile der einzelnen Ldsungen auf.

Repréasentation Einsatzfeld Vorteil Nachteil
Knoten-Knoten- Didaktisches Hilfsmittel zur Kein direkter Zugriff auf
IAdjazenz-Matrix Darstellung von Netzwerken die Nachfolger
Kostenmatrix Didaktisches Hilfsmittel Kompakte Reprasentation bei Kein direkter Zugriff auf

beim Travelling Salesman |vollstandigen Netzwerken die Nachfolger
Problem
Knoten-Kanten- Modellierung von Einfache Darstellung von Netzwerkflissen fhoher
Inzidenz-Matrix Netzwerkflissen als ISpeicherplatzbedarf bei
Lineares Programm groRen Netzwerken
Nachbarn in Feldern [Sehr geeignet fiir Geringer Speicherplatzbedarf bei Nachfolgerfeld schwer
Netzwerkalgorithmen geographischen Netzwerken. Direkter anderbar

Zugriff auf alle Nachfolger. Leicht
erweiterbar fiir Zusatz-Informationen tber
die Kante (Kosten, Kapazitaten,
Entfernungen, Fahrtzeiten etc.)

Knotenfeld und ISpeicherung von Knotenfeld[Kantenfeld leicht &nderbar Kein direkter Zugriff auf
Kantenfeld und Kantenfeld als Dateien die Nachfolger
Dynamische Sehr geeignet fir Nachfolgerliste leicht anderbar. Direkter  |Aufwendig im Debugging
Nachfolgerliste Netzwerkalgorithmen Zugriff auf alle Nachfolger. Leicht

erweiterbar fiir Zusatz-Informationen tber
die Kante (Kosten, Kapazitaten,
Entfernungen, Fahrtzeiten etc.)

Tabelle 4.5: Datenstrukturen zur Reprasentation von Netzwerken im Uberblick
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5 Suchen in Netzwerken

Die Suchverfahren nehmen in der Netzwerktheorie eine wichtige Rolle ein, da sie in verschiedenen Varianten
bei der Bestimmung von

e Zusammenhangskomponenten,
e kirzesten Wegen,

e Branch and Bound Verfahren
e Netzwerkflissen und

e Zuordnungen
auftreten.

Mit Hilfe von Suchverfahren kénnen folgende Fragen beantwortet werden:

1. Welche Knoten kénnen von einem Startknoten s aus iber einen (gerichteten) Weg erreicht werden?
2. Wie viele Zusammenhangskomponenten besitzt ein Netzwerk und wie sehen diese aus?
3. Ist ein Netzwerk bipartit? (vgl. Kapitel 6).

Zur Vorbereitung der Verfahren zur Bestimmung von kirzesten Wegen bieten die Suchverfahren einen guten
Einstieg, da an ihnen gezeigt werden kann, wie Knoten markiert und tberpriift werden, wie VVorgangermarken
gesetzt werden, wie zu tberprifende Knoten in Prioritatslisten gefiihrt werden kdnnen und wie man aus ihnen
auswahlen kann. Auch kann die Baumstruktur des Erreichbarkeitsgraphen visualisiert werden.

Der Ablauf des Suchverfahrens ist so konzipiert, dass man von einem Startknoten s ausgeht und versucht, alle
Knoten der Zusammenhangskomponente, in der s liegt, nacheinander auf einem Weg zu erreichen. Wird ein
neuer Knoten i erreicht, so wird zunéchst sein VVorgénger P(i) auf dem Weg von s nach i festgestellt. Dann wird
der Knoten i als erreichbar markiert und zudem in eine Liste von zu uberprifenden Knoten aufgenommen.
Uberpriifen meint, dass festzustellen ist, ob vom Knoten i aus ein noch nicht markierter Knoten j iiber eine Kante
(i,j) bzw. [i,j] erreicht werden kann. Zum Uberpriifen des Knotens i sind alle dessen Nachfolger j aus der
Nachfolgermenge N(i) aufzusuchen und zu entscheiden, ob j bereits markiert ist oder nicht. Wir vereinbaren, um
Eindeutigkeit im Verfahren zu erhalten, dass die Nachfolger j aus der Menge N(i) in aufsteigender Reihenfolge
diesem Test unterzogen werden. Eine Kante (i,j) mit i markiert und j nicht markiert, hei3t in dem Kontext dieses
Verfahrens zulassig. Wenn Knoten i nicht inzident zu einer zulassigen Kante ist, dann ist die Uberpriifung
beendet, und Knoten i wird aus der Liste von zu berprifenden Knoten geldscht. Das Verfahren ist beendet,
wenn die Liste von zu berprifenden Knoten durch das Lschen der Knoten zu einer leeren Liste wird. In dem
Feld Reihenfolge wird festgehalten, in welcher Reihenfolge ein Knoten beim Suchen erreicht worden ist.

Verfahren 5.1: Such-Algorithmus
(Sucht von einem Knoten s aus alle Knoten der Zusammenhangskomponente eines Netzwerks N)

1. Initialisierung
Alle Knoten in N sind nicht markiert

Markiere Knoten s Ein Startknoten wird festgelegt

P(s) :=0; Vorgénger von s

Zaehler := 1; zahlt die aufgefundenen Knoten
Reihenfolge(s) := Zaehler; Reihenfolge der aufgefundenen Knoten
Liste := {s} Liste der zu uberprifenden Knoten

2. Verarbeitung
While Liste = & Do
Begin
Wahle einen Knoten i aus Liste;
If Knoten i nicht inzident zu einer zulassigen Kante (i,))
Then I6sche Knoten i aus Liste;
If Knoten i inzident zu einer zuléssigen Kante (i,j) Then
Begin
Markiere Knoten j;
P@) =1
Zaehler := Zaehler + 1,
Reihenfolge(j) := Zaehler;
Nehme Knoten j in Liste auf;



Suchen in Netzwerken 37

Endlf;
EndWhile;

3. Abbruch
Liste = &

Entscheidend fiir den Ablauf des Suchverfahrens ist, in welcher Weise der Knoten i aus der Liste ausgewahlt
wird und wie die Liste aufgebaut ist. Es gibt zwei besondere Mdglichkeiten, die Liste zu organisieren: als
Schlange und als Stapel. Wird die Liste als Schlange gefiihrt, so wird Knoten i am Schlangenkopf entnommen
und Knoten j am Schlangenende angeftigt. Wird andererseits die Liste als Stapel geflhrt, so wird stets am
Stapelende entnommen und angefiigt. Die Suchstruktur, die sich mit der Datenstruktur Schlange ergibt, ist die
Breitensuche und dadurch gekennzeichnet, dass zu einem Knoten i nacheinander alle noch nicht markierten
Nachbarn von i besucht werden. Dabei werden die Nachbarn nacheinander in aufsteigender Knotennummer
besucht, um eine Eindeutigkeit des VVerfahrens zu gewéhrleisten. Die Breitensuche erzeugt tiber das
Vorgéangerfeld P Wege von s nach i mit einer minimalen Anzahl von Kanten. Die Datenstruktur Stapel fuhrt zu
einer Suchstruktur, die als Tiefensuche bezeichnet wird und dadurch gekennzeichnet ist, dass zunéchst versucht
wird, den Knoten zu markieren, der ein Nachbar des zuletzt markierten Knotens ist. Dabei wird der Nachbar mit
kleinster Knotennummer besucht, um eine Eindeutigkeit des Verfahrens zu gewahrleisten. Da bei der
Tiefensuche Wege mit sehr vielen Kanten entstehen kénnen, ist die Bezeichnung Tiefensuche fiir dieses
Suchverfahren angemessen.

Beispiel 5.1

Im folgenden Beispiel demonstrieren wir die Breitensuche und die Tiefensuche in einem Netzwerk mit 6
Knoten. Dabei wird die Reihenfolge, in der die Knoten erreicht werden, an den Knoten notiert.

2) ®

3 @

Abbildung 5.1: Netzwerk mit 6 Knoten
Bei der Breitensuche lauft der dargestellte Algorithmus dann wie folgt ab:

1. Initialisierung

e Markierte Knoten: keine
e Knoten 1 wird markiert
e Vorganger von 1 ist 0

e Zaehler=1

¢ Reihenfolge (1) =1

o Liste = {1}

2. Verarbeitung

. Durchlauf
Liste = {1} ist nicht leer
Wahle Knoten 1:i=1
Markierte Knoten: 1

e o o |
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Es existiert eine zul&ssige Kante (1,j), zu der Knoten 1 inzident ist: Kante (1,2), da Knoten 1 markiert und
Knoten 2 nicht markiert ist: j = 2

— Khnoten 2 wird markiert

— Vorgénger von 2 ist 1

— Zaehler =2

— Reihenfolge (2) =2

— Knoten 2 wird am Ende der Liste eingeflgt: Liste = {1,2}
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. Durchlauf

Liste = {1,2} ist nicht leer

Wéhle Knoten 1:i=1

Markierte Knoten: 1, 2

Es existiert eine zuldssige Kante (1,j), zu der Knoten 1 inzident ist: Kante (1,3), da Knoten 1 markiert und
Knoten 3 nicht markiert ist: j =3

— Knoten 3 wird markiert

— Vorganger von 3 ist 1

— Zaehler =3

— Reihenfolge (3) =3

— Knoten 3 wird am Ende der Liste eingeflgt: Liste = {1,2,3}

. Durchlauf

Liste = {1,2,3} ist nicht leer

Wéhle Knoten 1:i=1

Markierte Knoten: 1, 2, 3

Es existiert keine zulassige Kante (1,j), zu der Knoten 1 inzident ist, da alle Nachbarn von 1 markiert sind
— Knoten 3 wird aus der Liste geldscht: Liste = {2,3}

. Durchlauf

Liste = {2,3} ist nicht leer

Wiéhle Knoten 2:i=2

Markierte Knoten: 1, 2, 3

Es existiert eine zuldssige Kante (2,j), zu der Knoten 2 inzident ist: Kante (2,4), da Knoten 2 markiert und
Knoten 4 nicht markiert ist: j =4

— Knoten 4 wird markiert

— Vorganger von 4 ist 2

— Zaehler =4

— Reihenfolge (4) =4

— Knoten 4 wird am Ende der Liste eingefligt: Liste = {2,3,4}

. Durchlauf

Liste = {2,3,4} ist nicht leer

Wihle Knoten 2:i=2

Markierte Knoten: 1, 2, 3, 4

Es existiert eine zul&ssige Kante (2,j), zu der Knoten 2 inzident ist: Kante (2,5), da Knoten 2 markiert und
Knoten 5 nicht markiert ist: j =5

— Knoten 5 wird markiert

— Vorganger von 5 ist 2

— Zaehler =5

— Reihenfolge (5) =5

— Knoten 5 wird am Ende der Liste eingefligt: Liste = {2,3,4,5}

. Durchlauf

Liste = {2,3,4,5} ist nicht leer

Wéhle Knoten 2: i =2

Markierte Knoten: 1, 2, 3,4, 5

Es existiert keine zuldssige Kante (2,j), zu der Knoten 2 inzident ist, da alle Nachbarn von 2 markiert sind
— Knoten 2 wird aus der Liste geloscht: Liste = {3,4,5}

7. Durchlauf

Liste = {3,4,5} ist nicht leer

e Wahle Knoten 3:i=3

e Markierte Knoten: 1, 2, 3,4, 5

o Es existiert keine zuldssige Kante (3,j), zu der Knoten 3 inzident ist, da alle Nachbarn von 3 markiert sind
— Knoten 3 wird aus der Liste gel6scht: Liste = {4,5}

8. Durchlauf

Liste = {4,5} ist nicht leer
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Wéhle Knoten 4: i =4
Markierte Knoten: 1, 2, 3, 4,5

Es existiert eine zuldssige Kante (4,j), zu der Knoten 4 inzident ist: Kante (4,6), da Knoten 4 markiert und

Knoten 6 nicht markiert ist: j =5

— Knoten 6 wird markiert

— Vorganger von 6 ist 4

— Zaehler =6

— Reihenfolge (6) = 6

— Knoten 6 wird am Ende der Liste eingeflgt: Liste = {4,5,6}

. Durchlauf

Liste = {4,5,6} ist nicht leer

Wahle Knoten 4:i =4

Markierte Knoten: 1, 2, 3,4, 5, 6

Es existiert keine zuldssige Kante (4,j), zu der Knoten 4 inzident ist, da alle Nachbarn von 4 markiert sind
— Knoten 4 wird aus der Liste geldscht: Liste = {5,6}

. Durchlauf

Liste = {5,6} ist nicht leer

Wiéhle Knoten 5:i=5

Markierte Knoten: 1, 2, 3, 4,5, 6

Es existiert keine zulassige Kante (5,j), zu der Knoten 5 inzident ist, da alle Nachbarn von 5 markiert sind
— Knoten 5 wird aus der Liste geldscht: Liste = {6}

. Durchlauf

Liste = {6} ist nicht leer

Wiéhle Knoten 6: 1 =6

Markierte Knoten: 1, 2, 3, 4,5, 6

Es existiert keine zuldssige Kante (6,]), zu der Knoten 6 inzident ist, da alle Nachbarn von 6 markiert sind
— Knoten 6 wird aus der Liste geldscht: Liste ist leer.

3. Abbruch

Grund: Liste ist leer.

Die folgende Abbildung zeigt noch einmal graphisch die Reihenfolge, in der die Knoten bei der Breitensuche
aufgesucht werden:

@

3 4

Abbildung 5.2: Breitensuche im Beispiel

Fur die Tiefensuche ergibt sich folgender Ablauf des Algorithmus:

1. Initialisierung

Markierte Knoten: keine
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Knoten 1 wird markiert
Vorgénger von 1 ist 0
Zaehler =1
Reihenfolge (1) = 1
Liste = {1}

2. Verarbeitung

o o o o P
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. Durchlauf

Liste = {1} ist nicht leer

Wéhle Knoten 1:i=1

Markierte Knoten: 1

Es existiert eine zuldssige Kante (1,j), zu der Knoten 1 inzident ist: Kante (1,2), da Knoten 1 markiert und
Knoten 2 nicht markiert ist: j = 2

— Knoten 2 wird markiert

— Vorganger von 2 ist 1

— Zaehler =2

— Reihenfolge (2) = 2

— Khnoten 2 wird am Anfang der Liste eingefugt: Liste = {2,1}

. Durchlauf

Liste = {2,1} ist nicht leer

Wiéhle Knoten 2:i=2

Markierte Knoten: 1, 2

Es existiert eine zul&ssige Kante (2,j), zu der Knoten 2 inzident ist: Kante (2,3), da Knoten 2 markiert und
Knoten 3 nicht markiert ist: j =3

— Knoten 3 wird markiert

— Vorganger von 3 ist 2

— Zaehler =3

— Reihenfolge (3) =3

— Knoten 3 wird am Anfang der Liste eingefugt: Liste = {3,2,1}

. Durchlauf

Liste = {3,2,1} ist nicht leer

Wihle Knoten 3:i=3

Markierte Knoten: 1, 2, 3

Es existiert eine zulédssige Kante (3,j), zu der Knoten 3 inzident ist: Kante (3,4), da Knoten 3 markiert und
Knoten 4 nicht markiert ist: j= 4

— Knoten 4 wird markiert

— Vorganger von 4 ist 3

— Zaehler =4

— Reihenfolge (4) =4

— Khnoten 4 wird am Anfang der Liste eingeflgt: Liste = {4,3,2,1}

4. Durchlauf

Liste = {4,3,2,1} ist nicht leer

Wéhle Knoten 4:i=4

Markierte Knoten: 1, 2, 3, 4

Es existiert eine zul&ssige Kante (4,j), zu der Knoten 4 inzident ist: Kante (4,5), da Knoten 4 markiert und
Knoten 5 nicht markiert ist: j =5

— Khnoten 5 wird markiert

— Vorgénger von 5 ist 4

— Zaehler =5

— Reihenfolge (5) =5

— Khnoten 5 wird am Anfang der Liste eingefligt: Liste = {5,4,3,2,1}

5. Durchlauf

Liste = {5,4,3,2,1} ist nicht leer
Wéhle Knoten 5:i =5
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Markierte Knoten: 1, 2, 3,4, 5

Es existiert eine zuldssige Kante (5,j), zu der Knoten 5 inzident ist: Kante (5,6), da Knoten 5 markiert und

Knoten 6 nicht markiert ist: j =6

— Knoten 6 wird markiert

— Vorganger von 6 ist 5

— Zaehler =6

— Reihenfolge (6) = 6

— Knoten 6 wird am Anfang der Liste eingefligt: Liste = {6,5,4,3,2,1}

. Durchlauf

Liste = {6,5,4,3,2,1} ist nicht leer

Wahle Knoten 6: i =6

Markierte Knoten: 1, 2, 3,4, 5, 6

Es existiert keine zuldssige Kante (6,j), zu der Knoten 6 inzident ist, da alle Nachbarn von 6 markiert sind
— Khnoten 6 wird aus der Liste geldscht: Liste = {5,4,3,2,1}

. Durchlauf

Liste = {5,4,3,2,1} ist nicht leer

Wiéhle Knoten 5:i=5

Markierte Knoten: 1, 2, 3, 4,5, 6

Es existiert keine zulassige Kante (5,j), zu der Knoten 5 inzident ist, da alle Nachbarn von 5 markiert sind
— Knoten 5 wird aus der Liste geldscht: Liste = {4,3,2,1}

8. Durchlauf

Liste = {4,3,2,1} ist nicht leer

Whéhle Knoten 4: i =4

Markierte Knoten: 1, 2, 3, 4,5, 6

Es existiert keine zuldssige Kante (4,j), zu der Knoten 4 inzident ist, da alle Nachbarn von 4 markiert sind
— Khnoten 4 wird aus der Liste geldscht: Liste = {3,2,1}

9. Durchlauf

Liste = {3,2,1} ist nicht leer

Wéhle Knoten 3:i =3

Markierte Knoten: 1, 2, 3,4, 5, 6

Es existiert keine zulassige Kante (3,j), zu der Knoten 3 inzident ist, da alle Nachbarn von 3 markiert sind
— Knoten 3 wird aus der Liste geldscht: Liste = {2,1}

. Durchlauf

Liste = {2,1} ist nicht leer

Wéhle Knoten 2: i =2

Markierte Knoten: 1, 2, 3, 4,5, 6

Es existiert keine zulassige Kante (2,j), zu der Knoten 2 inzident ist, da alle Nachbarn von 2 markiert sind
— Knoten 2 wird aus der Liste geldscht: Liste = {1}

. Durchlauf

Liste = {1} ist nicht leer

Wéhle Knoten 1: i =1

Markierte Knoten: 1, 2, 3, 4,5, 6

Es existiert keine zulassige Kante (1,j), zu der Knoten 1 inzident ist, da alle Nachbarn von 1 markiert sind
— Khnoten 1 wird aus der Liste geldscht: Liste ist leer.

3. Abbruch

Grund: Liste ist leer.

Die folgende Abbildung veranschaulicht noch einmal die Reihenfolge, in der die Knoten bei der Tiefensuche
aufgesucht werden:
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Abbildung 5.3: Tiefensuche im Beispiel
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6 Baume in Netzwerken

6.1 Einleitung

Unter der Vielzahl méglicher Netzwerkkonfigurationen soll hier die spezielle Netzwerkstruktur eines Baumes
diskutiert werden. Diese Struktur zeichnet sich dadurch aus, mit minimaler Anzahl von Kanten gerade noch
einen Zusammenhang unter den Knoten zu garantieren. Zur kostenminimalen Auslegung einer Infrastruktur
(Stralen, Internetbackbones, Telefonnetzen, Versorgungsleitungen) spielen B&ume daher eine besondere Rolle.
Ein Baum enthélt wegen seines Zusammenhangs insbesondere keinen isolierten Knoten und auch keinen Zyklus,
da in einem Zyklus stets eine Kante entfernt werden kann, ohne den Zusammenhang zu unterbrechen. Besitzt ein
Netzwerk N=(V,E) mehrere Zusammenhangskomponenten und ist jede Zusammenhangskomponente ein Baum,
so heit das Netzwerk ein Wald. In einem Baum werden Knoten mit Grad eins als Blatter bezeichnet. Beispiele
fur ungerichtete Baume enthalt Abbildung 6.1.

a) O O O W) o O
Ny
) © o e

d)

N/

Abbildung 6.1: Beispiele fur ungerichtete Baume

6.2 Eigenschaften von Baumen

Unter den Baumen sind verschiedene Anordnungen der Blatter moglich. Wir betrachten hier zwei extreme
Auspragungen: die lineare Kette und die Zentralstruktur. In einer linearen Kette befinden sich an den beiden
Enden jeweils ein Blatt, so dass nur 2 Blatter insgesamt vorliegen.

o0 0 00

Abbildung 6.2: Eine lineare Kette

In einer Zentralstruktur sind alle Bl&tter mit einem Zentralknoten verbunden, so dass bei n Knoten insgesamt n -
1 Blatter vorliegen.
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Abbildung 6.3: Eine Zentralstruktur

Eine solche Zentralstruktur wird in der Logistik als Hub bezeichnet und ist insbesondere im Luftverkehr
anzutreffen, wo mit Regionalverbindungen die Passagiere aus einer groReren Region in einem Zentralknoten
gesammelt und konzentriert werden und von dort aus die Fernverbindungen zu anderen Kontinenten realisiert
werden (vergl Kapitel 10). Hubs findet man ebenfalls in Netzwerken fiir die Paketlogistik, wobei dort neben
Flugzeugen, wie beim Unternehmen Federal Express, fur kleinere Sammel- und Verteilgebiete, wie etwa die
Bundesrepublik Deutschland, auch LKW-Verkehre eingesetzt werden.

Mit der folgenden Aussage 6.1 wird gezeigt, wie Baume auf verschiedene Weise beschrieben werden kénnen:

Aussage 6.1: Folgende Charakterisierungen sind gleichbedeutend flr einen Baum N=(V,E):
0] N ist zusammenhéngend und zyklenfrei.

(i) Je zwei Knoten in V sind tber genau einen Weg verbunden.

(iii) N ist zusammenhangend und besitzt bei n Knoten genau n - 1 Kanten.

(iv) N ist zyklenfrei und besitzt bei n Knoten genau n - 1 Kanten.

Die Aquivalenz von Charakterisierungen (i) und (ii) von Aussage 6.1 zu zeigen ist einfach, und wird im
folgenden demonstriert. Schwieriger ist dagegen, die Aquivalenz von Charakterisierungen (i) und (iii) von
Aussage 6.1 zu zeigen. Entscheidend dafir ist die Feststellung, dass in einem Netzwerk, in dem jeder Knoten
einen Grad > 2 besitzt, einen Zyklus aufweist. Es soll aber an dieser Stelle auf einen ausfiihrlichen Beweis
verzichtet werden.

Herleitung von Aussage 6.1: (i) = (ii):
Da N zusammenhéngend ist, existiert zwischen je zwei Knoten ein Weg, der beide verbindet. Da N zyklenfrei
ist, ist der Weg eindeutig.

Herleitung von Aussage 6.1: (ii) = (i):
Da je zwei Knoten uber einen Weg verbunden sind, ist N zusammenhangend. Da der Weg eindeutig ist, ist N
zyklenfrei.

Herleitung von Aussage 6.1: (vi) = (iii):

Wére N nicht zusammenhéngend, sondern zerfiele in k Zusammenhangskomponenten Z4, ...; Zx, k> 2, so kdnnte
man alle Zusammenhangskomponenten Z,,...,Zx mit einer Kante an Z1 anschlief3en, ohne dass ein Zyklus
entstinde. Das entstehende Netzwerk N’ ist zusammenhéngend und zyklusfrei, also nach (i) ein Baum. Dann
darf nach (iii) das Netzwerk N’ nicht mehr als n-1 Kanten besitzen. Nach Konstruktion besitzt es aber n-1 + (k-
1) Kanten. Demnach ist die Annahme, dass N nicht zusammenhangend ist, falsch.

Herleitung von Aussage 6.1: (iii) = (iv):
Mit (iii) ist nach (i) das Netzwerk zyklenfrei, also gilt (iv).

Man kann aus der Aussage 6.1 auch folgern, dass zwei der folgenden drei Eigenschaften fir einen Baum
zutreffen missen:
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(E1) Das Netzwerk ist zyklenfrei.
(E2) Das Netzwerk ist zusammenhéngend.
(E3) Das Netzwerk besitzt bei n Knoten n - 1 Kanten.

Wegen der Eindeutigkeit von Wegen in Baumen kann man einen Baum durch Angabe eines (beliebigen)
Referenzknotens beschreiben. Dieser Knoten wird Wurzel r genannt. Man betrachtet dann fur jeden Knoten i
V ={1,...,n}, i=r, den Weg von r nach i. Der Knoten i besitzt auf diesem Weg einen eindeutigen VVorganger P(i).
Hierdurch wird ein eindimensionales Vorgangerfeld P definiert. Umgekehrt kann jeder Knoten j auf diesem Weg
mehrere Nachfolger besitzen Die Wurzel r besitzt vereinbarungsgemaf den Vorganger 0. Mit Hilfe des
Vorgéngerfeldes P kann der eindeutige Weg vom Knoten i zur Wurzel schrittweise dargestellt werden: j=P(i) ist
Vorganger von i, k=P(j) ist Vorganger von j usw.. Mit diesen Uberlegungen kann sogar der ganze Baum in
einfacher Weise in dem eindimensionalen Datenfeld P repréasentiert werden, indem zu jedem Knoten i der
Vorganger P(i) auf dem Weg von der Wurzel zum Knoten i dargestellt wird. Hierzu wird als Beispiel ein Baum
mit 10 Knoten und der Wurzel r=8 in Abbildung 6.4 gewéahlt. Um die Wege von der Wurzel hervorzuheben, sind
die Kanten gerichtet.

Waurzel

(6]
Foo
9 a0

Abbildung 6.4: Beispiel eines Baumes mit 10 Knoten und Wurzel im Knoten 8

Das zugehorige eindimensionale Datenfeld P hat dann folgende Gestalt:

Knoten-Nr. (Index) | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10
Vorgénger 6 6 6 7 7 8 8 0 2 2

Tabelle 6.1: Vorgangerfeld zum Baum aus Abbildung 6.4

In diesem Beispiel ist beispielsweise Knoten 7 Vorgédnger von Knoten 4. Nachfolger von Knoten 7 sind Knoten
4 und 5.

Zur Visualisierung eines Baumes verfahrt man, wie in Abbildung 6.4 gezeigt: Wenn man die Wurzel auf die
oberste Ebene ansiedelt, dann werden die Nachfolger der Wurzel jeweils eine Ebene tiefer angesiedelt und die
Nachfolger der Nachfolger wieder eine Ebene tiefer usw.. Mit einer Baumstruktur lassen sich auf diese Weise
auch hierarchische Zusammenhénge, wie etwa Organigramme von Unternehmen, abbilden. Man erkennt an
dieser Visualisierung ferner, wie die anschauliche Form eines Baumes von der Wahl der Wurzel r abhéngt.

Bei gerichteten Bdumen B= (V,E) kann man die Richtung des Pfeils auf einem Weg im Vorgéangerfeld mit dem
Vorzeichen angeben: Ist j Vorganger von i und [j,i] € E, dann wird j positiv gespeichert. Wenn [i,j] € E, dann
wird j negativ gespeichert.

Als Nachkommen eines Knotens i wird die Menge aller Knoten j verstanden, bei denen die Wege von der
Wourzel zu j tber den Knoten i laufen. Anschaulich handelt es sich um die Nachfolger von Knoten i, um die
Nachfolger der Nachfolger usw. Im Beispiel aus Abbildung 6.24 stellt die Knotenmenge {1,2,3,9,10} die
Nachkommen von Knoten 6 dar.

Da ein Baum B eine Zusammenhangsstruktur mit minimaler Kantenzahl darstellt, zerféllt ein Baum in zwei
Teilbdume T1 und T, sobald eine Kante aus B entfernt wird. Der eine Teilbaum besteht dann aus den
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Nachkommen von Knoten i, wenn die Kante (i,k) entfernt wird und i Vorgénger von k ist. Die Abbildung 6.5
zeigt dieses auf.

Wurzel

Q\ /@ o\/ )

K ®

AN

Nachkommen von i

Abbildung 6.5: Zerlegung eines Baumes in zwei Teilbdume T und T2 durch Entfernen einer Kante

Baume werden Uber die Vorganger-Relation hinaus mit zwei weiteren Kennzahlen beschrieben:

(1) Die Tiefe eines Knotens gibt die Zahl der Kanten auf dem Weg von der Wurzel zum Knoten an. So
hat im Baum aus Abbildung 6.4 zum Beispiel der Knoten 1 die Knotentiefe 2 und der Knoten 10 die
Knotentiefe 3.

(2) Der Fadelindex eines Knotens i gibt den Knoten an, der mit dem Verfahren der Tiefensuche (vgl.
Kapitel 5) von der Wurzel ausgehend nach dem Knoten i erreicht wird. Der Fadelindex wird hier nur
der Vollstandigkeit halber erwahnt; er wird im folgenden nicht benétigt und soll daher auch nicht
weiter behandelt werden.

Mit diesen beiden Kennzahlen kénnen die Nachkommen eines Knoten bequem und effizient beschrieben
werden, ohne explizit alle Wege im Baum zu Uberprifen. Dieses Verfahren ist dann von Bedeutung, wenn im
Baum eine Kante gestrichen und dafiir eine neue Kante aufgenommen wird, wie z.B. beim
Netzwerksimplexalgorithmus.

Mit Baumen lassen sich auch sukzessive Entscheidungssituationen abbilden, z.B. bei Branch and Bound
Verfahren. Hat man in jedem Knoten hdchstens zwei Verzweigun-gen in die nachst tiefere Stufe, so spricht man
auch von einem Bindrbaum. Hier ist der Knotengrad < 3. In der Informatik spielen fiir schnelle Suchverfahren
balancierte Baume eine grof3e Rolle, bei denen die Wurzel so gewahlt wird, dass sich die Verzweigungen
maoglichst gleichgewichtig auf die Aste verteilen. Eine andere Klasse besonderer Baume sind Heaps, die eine
Teilsortierung von Knotenbewertungen vornehmen und mit denen das Auffinden des Minimumwertes besonders
effizient mit dem Zeitaufwand O(1) gestaltet werden kann. Liegen dagegen die Daten vollig unstrukturiert vor,
so muss zur Minimumsbestimmung die Uberpriifung aller n Datenelemente mit einem Zeitaufwand von O(n)
vorgenommen werden.

Ein d-Heap ist ein Baum, dessen Knoten héchstens d Nachfolger besitzen und dessen langster Pfad von der

Wourzel bis zu einem der Blatter hdchstens logd n Kanten besitzt. Meistens werden fir den Fall d=2 die Heaps als
Binarbdume aufgestellt. Zur Teilsortierung der Zahlenwerte wird jedem Knoten des Heaps ein Zahlenwert als
sogenannter Schliissel zugeordnet. Der Aufbau des Heaps geht dann so vonstatten, dass der Schliissel jedes
Nachfolgers groRer als oder gleich dem Schliissel von dessen VVorganger ist. Damit ist der minimale Wert als
Schliissel auf der Wurzel angesiedelt und kann mit einem Zeitaufwand O(1) lokalisiert werden. Interessant ist
die Heapstruktur insofern, als Anderungen in dieser Struktur, wie das Hinzufiigen oder Streichen von Knoten
oder das Andern von Schliisseln mit einer Zeitkomplexitat von logq n vor sich geht (vgl. Ahuja et al. S. 773). Die
folgende Abbildung 6.6 gibt ein Beispiel flr einen Binarheap, in dem die Schlissel neben den Knoten vermerkt
sind.
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Abbildung 6.6: Binarheap

Wenn N zusammenhdangend ist, spricht man von einem Baum, der N aufspannt. Dieser Baum mit Knotenmenge
V ermdglicht, den Zusammenhang in N mit einer minimalen Anzahl von n-1 Kanten unter den n Knoten von N
darzustellen. Um so mehr die Kantenzahl m von N {ber das Minimum von n-1 Kanten hinausgeht, desto mehr
Madglichkeiten gibt es, verschiedene aufspannende Baume zu konstruieren. Das folgende Beispiel eines
Netzwerkes von 5 Knoten zeigt zwei Mdglichkeiten, einen aufspannenden Baum des Netzwerkes zu erzeugen.
Von diesem Beispiel gibt es insgesamt 21 verschiedene Mdglichkeiten eines aufspannenden Baumes.

ANV
NN

Abbildung 6.7: Ein Netzwerk mit zwei alternativen aufspannenden Baumen

@

In einem vollstandigen Netzwerk gibt es sogar n"2 verschiedene aufspannende Baume. Flr n=5 erhalten wir 53
= 125 verschiedene aufspannende Baume.

Wir stellen jetzt ein Verfahren vor, aus einem zusammenh&ngenden Netzwerk einen aufspannenden Baum
herzuleiten. Ausgehend von der Wurzel 1 besuchen wir nacheinander noch nicht besuchte Knoten und nehmen
dabei die auf diesem Weg durchlaufenen Kanten in den Baum auf. Die besuchten Knoten werden in einer Menge
M festgehalten. Mit einem eindimensionalen Feld P fir die VVorgénger auf den Wegen zur der Wurzel 1 wird die
Baumstruktur festgehalten.

Verfahren 6.1: Verfahren zur Bestimmung eines aufspannenden Baumes P fiir ein zusammenhéngendes
Netzwerk N mit Knotenmenge V = {1,...,n} und Kantenmenge E.

1. Initialisierung:
P[1] = 0, Wurzel ist Knoten 1.
M = {1}.

2. Verarbeitung:
Suche einen Knoten j € M, zu dem eine Kante (i,j) € E gehort mit igM.
Nehme iin M auf: M = M v {i}.
Knoten j ist dann Vorgénger von i auf dem Weg von der Wurzel zu i: setzte P[i] =].
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3. Terminierung:
Abbruch, wenn M =V erreicht. Ansonsten Goto 2.

Bei diesem Verfahren ist sichergestellt, dass in dem Vorgéngerfeld P ein Baum représentiert wird, da in der
Verarbeitung durch die Bedingung i & M die Zyklusfreiheit garantiert wird.

6.3 Das Auffinden von bipartiten Netzwerken

Wenn ein Netzwerk N = (V,E) gegeben ist, so ist nicht auf den ersten Blick zu entscheiden, ob es bipartit ist (vgl.
Kapitel 1). Hier soll nun mit Hilfe des Konzepts des aufspannenden Baumes ein Verfahren dafir vorgestellt
werden. Als Einfilhrung in das Thema betrachten wir das bipartite Transport-Netzwerk von Abbildung 6.8 mit
den Knotenmengen Vi = {1,...,3} und V. = {4,...,7}. Wenn wir die Knotenmenge V1 rot markieren und die
Knotenmenge V- blau und den aufspannenden Baum mit Wurzel r=1 zum Transport-Netzwerk betrachten, so
erkennen wir, dass im Baum jeder Weg von der Wurzel zu einem Blatt abwechselnd zwischen roten und blauen
Knoten verlauft. Ferner erkennen wir, dass im eigentlichen Transport-Netzwerk alle Kanten, die nicht im Baum
sind, ebenfalls zwischen roten und blauen Knoten verlaufen. Diese Eigenschaft kénnen wir nun zum Kriterium
daflr machen, dass ein Netzwerk N = (V,E) bipartit ist.

Transportnetzwerk Aufspannender Baum

Anbieter Nachfrager
(o) (blav) (rot) (bleu)

= * :

SN B e
: e ®

Abbildung 6.8: Bipartites Transportnetzwerk

Anbieter Nachfrager
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Verfahren 6.2: Auffinden eines bipartiten Netzwerkes

1. Ein Netzwerk N = (V,E) sei gegeben.

2. Suche den aufspannenden Baum T mit Wurzel r=1 von N auf. Markiere die Wurzel rot.

3. Fur jedes Blatt B von T suche den Weg von r nach B auf und markiere die Knoten dort
abwechselnd rot und blau, so dass die Wurzel rot markiert bleibt.

4. Wenn alle Kanten von N, die nicht im Baum sind, zwischen roten und blauen Knoten verlaufen,
dann ist N bipartit. Die Knotenmenge V1 ist durch alle roten Knoten gegeben, V2 durch alle blauen.

6.4 Minimal spannende Baume

Unter der Vielzahl von méglichen aufspannenden B&umen soll hier derjenigen aufspannenden Baum bestimmt
werden, dessen Bewertungssumme minimal ist (Shortest-Spanning-Tree-Problem). Dieser Baum wird als
kirzester aufspannender Baum KAB bezeichnet.

Wir setzen ein zusammenhangendes Netzwerk N = (V,E) mit einer Bewertung djj auf den Kanten voraus, die als
Kosten, Gewichte oder Entfernungen interpretiert werden kénnen, und betrachten dazu folgendes Beispiel:

Beispiel 6.1
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Wir betrachten eine Knotenmenge V = {1,...,6} und eine Kantenmenge E = {(1,2), (1,4), (1,5), (2,3), (2,5), (3,4),
(3.5). (3.6), (4.5), (4.6)}.

Abbildung 6.9: Ein bewertetes Netzwerk

Der folgende aufspannende Baum dieses Netzwerkes besitzt das Gewicht 16+20+10+14+12 = 72:

@ 16 C4

20

10

@—@

Abbildung 6.10: Ein aufspannender Baum mit Bewertungssumme 72

Zu einem Baum B sei dessen Gewicht mit L(B) bezeichnet:

L(B) = Z {djj: (i,j) ist Kante in B}
Mit Hilfe des Vorgangerfeldes P lasst sich die Bewertungssumme in einem ungerichteten Baum ausdriicken als:

L(B) = Zdhpm , wenn wir fiir die Kostenbewertung der Wurzel dj o = 0 setzen.
i=1

Das Shortest-Spanning-Tree-Problem fragt nun nach dem Baum mit der kleinsten Bewertungssumme. Zur
Beantwortung dieser Frage gibt es die Verfahren von Prim und Kruskal. Sie beginnen mit dem Sortieren der
Kanten nach Kosten. Fir das Netzwerk von Abbildung 6.9 erhalten wir folgende sortierte Liste von Kanten:

Kante Kosten
1,2) 2
(4,6) 4
(3,5) 6
(2,5) 8
(3,4 10
(3,6) 12
(2,3) 14
(1,4) 16
(1,5) 18
(4,5) 20

Tabelle 6.2: Sortierte Kantenliste zum Netzwerk aus Abbildung 6.9

Verfahren von Prim

Das Verfahren von Prim baut schrittweise einen Baum auf. Im ersten Iterationsschritt wahlt man aus der Liste als
Anfangsbaum diejenige Kante (zusammen mit ihren Endknoten) mit den kleinsten Kosten (bei mehreren solchen
Kanten eine von ihnen) aus. In jedem der folgenden Schritte wéahlt man aus denjenigen Kanten, von denen genau
einer der beiden Endknoten dem bisherigen Teilbaum angehdrt, diejenige mit den geringsten Kosten aus und
fugt sie dem bisher aufgebauten Teilbaum hinzu. Auf diese Weise ist gewdhrleistet, dass kein Zyklus entsteht.
Das Verfahren bricht bei einer Knotenzahl n von V nach n-1 Schritten ab.
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Verfahren 6.3: Verfahren von Prim

1. Initialisierung: Alle Kanten sind frei, d.h. nicht belegt.
Wabhle in der Liste die Kante (i, j1) mit den kleinsten Kosten.
Setze Teilbaum Tp = (it, j1).

Markiere die Kante (i1, j1) als belegt.

2. Verarbeitung:
Fige Kante (i,j) an Tp an miti € Te und j ¢ Tp, wobei die Kante (i,j) die kleinsten Kosten unter den
noch freien Kanten aufweist. Markiere die Kante (i,j) als belegt.

3. Terminierung:
Abbruch, wenn T, n-1 Kanten enthalt, sonst Goto 2.

Fir das obige Beispiel 6.1 nimmt das Verfahren von Prim folgende Kanten nacheinander auf: Kante (1,2), dann
(2,5), dann (3,5), dann (3,4), dann (4,6). Das Gewicht ist gleich 2+8+6+10+4=30.

@ 3

Abbildung 6.11: Ein minimaler aufspannender Baum mit Bewertungssumme 30

Verfahren von Kruskal

Das Verfahren von Kruskal geht wie der Prim-Algorithmus von einer aufsteigend sortierten Kantenliste aus.
Diese Liste wird nun von oben nach unten abgearbeitet. Wenn durch die Aufnahme der jeweiligen Kante in das
bisher aufgebaute Netzwerk kein Zyklus entsteht, wird diese Kante dem Netzwerk hinzugefligt, bis das
Netzwerk n-1 Kanten enthélt. Damit durch die Aufnahme der neuen Kante kein Zyklus entsteht, muss eine der
beiden folgenden Bedingungen erfillt sein:

e Mindestens ein Endknoten der Kante gehdrt dem bisher aufgebauten Netzwerk noch nicht an.
e Die Endknoten der Kante liegen in verschiedenen Zusammenhangskomponenten des bisher
aufgebauten Netzwerkes.

Wahrend das Verfahren von Prim also eine Folge von Baumen konstruiert, bestimmt der Kruskal-Algorithmus
eine Folge von Waldern, wobei der letzte Wald n-1 Kanten besitzt und folglich ein Baum ist.

Verfahren 6.4: Verfahren von Kruskal

1. Initialisierung: Alle Kanten sind frei, d.h. nicht belegt.
Wabhle in der Liste Kante (i1, j1) mit den kleinsten Kosten.
Setze Baum Ti = (i1, j1).

Markiere die Kante (i1, j1) als belegt.

2. Verarbeitung:
Gehe obige Liste von Kanten von der Spitze durch und nehme nacheinander alle freien Kanten (i)
in den Wald auf, ohne einen Zyklus zu bilden. Markiere die Kante (i,j) als belegt.

3. Terminierung:
Abbruch, wenn T, n-1 Kanten enthalt, sonst Goto 2.

Fir das obige Beispiel 6.1 nimmt das Verfahren von Kruskal folgende Kanten nacheinander auf: Kante (1,2),
dann (4,6), dann (3,5), dann (2,5), dann (3,4). Das Gewicht ist gleich 2+8+6+10+4=30.
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Abbildung 6.12: Die Schritte des Verfahrens von Kruskal
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Beide Verfahren, die Verfahren von Prim und Kruskal, setzten die sortierte Liste der Kanten voraus und weisen
eine Komplexitat von O(m) auf, wenn m die Zahl der Kanten im Netzwerk ist. Das Sortieren der m Kanten
bereitet aber bereits einen Aufwand von O(m?) im worst case, so dass der Gesamtaufwand beider Verfahren
O(m?) betragt. Fir vollstandige Netzwerke haben wir wegen m=n? einen Aufwand von O(n*) als Funktion der
Knotenzahl n. Der Sortierschritt bei diesen Verfahren erscheint etwas schematisch, da von den m sortierten
Kanten nur n-1 wirklich ben6tigt werden, so dass gerade bei vollstdndigen Netzwerken zu viele Kanten sortiert
werden miissen.

Das Verfahren von Prim I&sst sich einfach implementieren, wenn fir ein vollstandiges Netzwerk die
Kostenbewertungen der Kanten als eine Kostenmatrix D=(dj;) vorliegen, ohne dass die Kanten zuvor explizit
sortiert werden mussten. Das Verfahren sucht stattdessen n-1 mal die minimale Bewertung. Hierzu sind
zusétzlich eine Menge InT erforderlich, welche die bislang aufgefundenen Knoten des Baumes verwaltet, und
eine Menge OutT, welche die Knoten verwaltet, die noch nicht in den Baum aufgenommen wurden. In einem
zweidimensionalen Feld K mit K[i,j], i=1,2 fur die beiden Endknoten der Kanten und j=1...n-1 fir die einzelnen
Knoten, werden die aufgefundenen Kanten des Baumes gespeichert. Ein VVorgéngerfeld P représentiert
schlieBlich den Baum. Ein eindimensionales Feld BM mit Boole’schen Variablen verwaltet Marken auf den
Kanten des Baumes, die dazu dienen, aus der Liste K der Kanten den Baum als ein Vorgéngerfeld P aufzubauen.
Die Implementation ist wie folgt:

Verfahren 6.5: Verfahren von Prim mit Kostenmatrix D = (djj)

1. Initialisierung:
INT =&, OutT = &
Fuge in OutT alle Knoten von 1..n ein.
Suche in D unter den Werten dj in Zeilen i und Spalten j den minimalen Wert, i,j=1..n, i<>j. Das
Minimum werde in Zeile imin und Spalte jmin aufgefunden.
Zaehler := 1 (z&ahlt die aufgefundenen Kanten)
K[1,Zaehler] = imin , K[2,Zaehler] = jmin
Nehme die Knoten i und j in InT auf. Streiche die Knoten i und j in OutT.

2. Verarbeitung:

Suche in D das Minimum der Werte djj unter allen Zeilen i € InT und Spalten j € OutT
Das Minimum werde in Zeile imin und Spalte jmin aufgefunden.

Zaehler := Zaehler+1.

K[1,Zaehler] = imin , K[2,Zaehler] = jmin

Nehme den Knoten jmin in InT auf. Streiche den Knoten jmin in OutT.

3. Terminierung:
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Abbruch, wenn T, n-1 Kanten enthalt, d.h. Zaehler = n-1, sonst Goto 2.
Aufbau des Vorgangerfeldes P als einen Baum:

4. Initialisierung:
Die Kanten von K sind unmarkiert, d.h. BM[i] = false fir alle Kanten i.
Die Wurzel des Baumes liege am Knoten i1 von Kante 1:
P[K[1,1]] = 0. P[K[2, 1]] = K[1,1].
Die erste Kante wird markiert: BM[1] = true.

5. Verarbeitung:
Solange eine Kante in K unmarkiert ist tue:
Uberpriife eine unmarkierte Kante (i,j) mit i = K[1,r] und j = K[2,r] fiir ein r zwischen 2 und n-1, ob i
oder,j inzident ist zu einer markierten Kante. Ist dies der Fall, dann markiere Kante r, d.h. BM[r] =
true und setze PJ[i] = j, wenn Knoten j ist zu einer markierten Kante, oder setze P[j] = i, wenn
Knoten i inzident ist zu einer markierten Kante.

6. Terminierung:
Alle Kanten in K sind markiert.

Das Verfahren sucht n-1 mal das Minimum unter n? Werten in D und weist demnach einen Aufwand von O(n%)
auf. Der Aufbau des VVorgéngerfeldes P als einen Baum erfordert einen Aufwand von O(n), da n-1 Kanten
zugeordnet werden miissen und fallt gegentiber O(n®) nicht ins Gewicht. Der Aufbau des Vorgangerfeldes P
kann aber entfallen, wenn es nur um die Kantenliste K geht.

6.5 Eigenschaften des klirzesten aufspannenden Baums

Wir zeigen nun einige Eigenschaften des kiirzesten aufspannenden Baums KAB flir bestimmte Klassen von
Daten. Die folgende Aussage zeigt, wie im KAB das Entfernen einer Kante den Baum KAB in zwei Teilbdume
zerlegt und zwischen diesen einen Mindestabstand definiert.

Aussage 6.2: Gegeben sei eine Instanz N = (V,E) mit Daten beliebiger Art. Dann gilt:
(1) For zwei Knoten r,s € V sei Wis der Weg in KAB, der r mit s verbindet. Dann ist
drs > MAX{ dij: (i,j) € Wis }.
(2) Wird im KAB eine Kante (i,k) entfernt, so entstehen zwei Teilbdume T und To.
Dann ist
ds>dic furaller e Trund allese T,
(3) Wenn fir ein Blatt b in KAB gilt, dass es zu Knoten t inzident ist, dann ist
doe = MIN{do: (b,K) € E) }.

Herleitung:

(1) Wére dis < MAX{ djj: (i,j) € Wis }, dann kdénnte der Weg Ws mit der Kante (r,s) zu einem Zyklus Z
geschlossen werden, und aus Z eine Kante mit gréBerem Gewicht als ds gestrichen werden. Dies ergébe einen
Baum mit geringerem Gewicht als KAB, im Widerspruch zur Optimalitat von KAB.

(2) Seienre Tyund s e Tound W ein Weg in KAB von r nach s. Dieser Weg verlauft uber die Kante (i,k). Wir
haben nach (1): dis > MAX{ dj;: (i,j) € W } > di.

(3) Besalie die Kante (b,t) nicht minimale L&nge, dann konnte b an einen anderen Knoten von KAB mit einer
kirzeren Kante angeschlossen werden, im Widerspruch zur Optimalitit von KAB.

Die folgende Aussage zeigt, dass im KAB die Knoten p mit grad(p) > 2 den Baum KAB in Teilbdume zerlegen
und zwischen diesen einen Mindestabstand definieren.

Aussage 6.3: Gegeben seien eine Instanz N = (V,E) mit Daten beliebiger Art und ein Knoten p mit grad(p) = g >
2 in KAB. Zu p seien in KAB die g Knoten Ki,...Kg inzident. Wenn die Kanten (p,ky) ,...,(p,kg) in KAB
aufgetrennt werden, entstehen g Teilbdume Ty,..., Ty . Dann gilt fir zwei Teilbdume T; und T;:
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drs>max (d dp,kj ) furallere Tiunds e Tj.

p.k;?

Herleitung: Sei M* = max (dp,ki’dp,kj ). Seien reTi und seTj und W ein Weg in KAB von r

nach s. Dieser Weg verlauft von Teilbaum T; Gber die Knoten ki, p, kj zum Teilbaum T;. Wir
erganzen den Weg durch die Kante (r,s) zu einem Zyklus. Ware drs < M* und dpki < dpkj, SO
kénnte durch Streichen der Kante dpkj im Zyklus der Baum KAB verkirzt werden. Das
gleiche gilt flr die Kante dpki im Falle dpki > dpj. Also muss drs > M* gelten.

Fur Entfernungsdaten auf den Kanten, welche die Dreiecksungleichung erfillen, ergibt die Lange L(KAB) des
kirzesten aufspannenden Baumes eine Abschatzung fir die Kante mit der gréften Entfernung im Netzwerk N =

(V,E). Hierzu sei M = max (djj) die groRte Entfernung im Netzwerk N. Dann gilt:

Aussage 6.4: Sei N = (V,E) eine Instanz mit Entfernungsdaten auf den Kanten, welche die Dreiecksungleichung
erfullen. Dann ist M < L(KAB).

Herleitung: Die Kante mit der groRten Entfernung im Netzwerk N sei (r,s). Im kirzesten aufspannenden Baumes
KAB verlauft ein Weg W von Knoten r nach Knoten s. Wegen der Gultigkeit der Dreiecksungleichung ist M <
der L&nge L(W) des Weges W. Da der Weg einen Teil von KAB durchlduft, ist L(W) < L(KAB).

Fir euklidische Daten spannen die Knoten eines Netzwerkes N = (V,E) in der euklidischen Ebene eine konvexe

Menge CON(V) auf, die Eckpunkte E1...Ep aufweist. Wegen der Konvexitat der Distanzfunktion djj im
euklidischen Fall wird die Kante mit der gréBten Entfernung M zwischen zwei Eckpunkten angenommen. Diese
Entfernung kann auch als der Durchmesser der konvexen Menge CON(V) gedeutet werden. Damit ist L(KAB)
eine Abschdatzung dieses Durchmessers. Die folgende Abbildung 6.13 zeigt die konvexe Hiuille bei euklidischen
Daten und gestrichelt die Kante mit der grofiten Entfernung M.

y-Koordinate
A

o

Ny,
>

x-Koordinate

Abbildung 6.13: Der Durchmesser einer konvexen Punktwolke

Sind bei euklidischen Daten die Knoten von V auf einer Linie aufgereiht, so gilt M = L(KAB). Daher ist
L(KAB) eine scharfe obere Schranke fur M. Die folgende Abbildung 6.14 zeigt dazu ein Beispiel fur n = 4. Die
Kante mit der grofiten Entfernung M verlduft von Knoten 1 nach Knoten 4.
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Abbildung 6.14: Die L&nge des KAB als langste Kante im Netzwerk
Kdrzeste aufspannende Baume weisen bemerkenswerte Unterschiede auf, je nachdem, ob es sich um nicht-
euklidische Daten oder um euklidische Daten handelt. So kénnen bei euklidischen Daten héchstens 6 Kanten an
einen Knoten des KAB angeschlossen sein, bei nicht-euklidischen Daten aber bis zu n-1.
Aussage 6.5: Es sei ein Netzwerk N = (V,E) mit nicht-euklidischen Daten gegeben, und die Knotenmenge V
besitze n Knoten. Dann gilt folgendes:
Es gibt es eine Instanz, bei der ein Knoten im KAB einen Knotengrad n-1 aufweist.

Herleitung: Wir betrachten ein sternférmiges Netzwerk der Abbildung 6.15.
%g

Abbildung 6.15: Sternférmiges Netzwerk

Die Distanzen seien von Zentrum 1 aus gegeben als: diz = 1,d1i= 1, i =2 .. n, und unter den Randknoten dj; = 2,
furi,j = 2...n. Die Daten erfullen die Dreiecksungleichung, sind aber nicht euklidisch. Der KAB ist dann der
Stern von der Abbildung mit einem Gewicht L(KAB) = n-1. Der Knotengrad von Knoten 1 im KAB betrégt n-1.
Wenn wir die so definierten Daten, welche die Dreiecksungleichung erftillen, wie folgt ab&ndern, erhalten wir
abstrakte Daten: Setze d2s = 3, ds» = 3. Bei diesem Datentyp bleibt der KAB von oben erhalten.

Bei euklidischen Daten gibt es im Unterschied zu nicht-euklidischen Daten jedoch groRe Einschrankungen beim
Knotengrad im KAB. Wir kdénnen uns dies an folgender Abbildung 6.16 klarmachen:

@

Abbildung 6.16: Quadrat mit Zentralpunkt und regelméaRiges Sechseck mit Zentralpunkt

Betrachten wir das Quadrat mit einem Zentralpunkt und einem Abstand a des Zentralpunkts zu den Ecken. Die
Seiten des Quadrats besitzen die Lange \/5 a. Ein aufspannender Baum, der drei Seiten des Quadrats umfasst

und eine Verbindung zum Zentralpunkt, besitzt dann die Lange 3 \/5 a +a~5,2a. Der Baum, der vom

Zentralpunkt ausgeht, hat dagegen eine Lange von nur 4a. Also besitzt der KAB fur das Quadrat die dick
ausgezeichnete sternformige Gestalt von Abbildung 6.16. Eine analoge Beziehung haben wir fir das
regelméRige 5-Eck mit Zentralpunkt. Der sternférmige Baum vom Zentrum aus ist kurzer als der Weg um den
Rand. Jedoch beim regelméRigen 6-Eck mit Zentralpunkt kénnen wir einen Gleichstand beobachten: Der Stern
vom Zentrum aus ist genauso lang, wie der dick ausgezeichnete Weg um den Rand. Dieses liegt daran, dass alle
Kanten im regelméRigen 6-Eck mit Zentralpunkt die gleiche L&nge a besitzen. Im regelméRigen k-Eck mit
Zentralpunkt ist flr k > 6 jedoch der sternformige aufspannende Baum vom Zentralpunkt aus stets langer als der
Weg um den Rand und kommt daher als KAB nicht in Frage. Im regelméaBigen 6-Eck mit Zentralpunkt kann der
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sternformige Baum vom Zentrum aus als KAB gewahlt werden. Der Zentralknoten hat demnach einen Grad von
6. Wir werden sehen, dass dies der maximal erreichbare Knotengrad im KAB ist. Hierzu beobachten wir, dass je
zwei benachbarte Kanten vom Zentralpunkt aus einen Winkel von 60° aufweisen. Dieser Winkel erweist sich als
eine kritische Grenze.

Aussage 6.6: Gegeben sei eine Instanz N = (V,E) eines vollstdndigen Netzwerks mit euklidischen Daten. Dann

gilt folgendes:

1. Im KAB weisen zwei Kanten, die von einem Knoten i ausgehen, einen Winkel von mindestens 60° auf.

2. Jeder Knoten i im KAB besitzt einen Knotengrad grad(i) < 6.

3. Wenn ein KAB B existiert mit einem Knoten i mit grad(i) = 6, dann kann der KAB B zu einem KAB B’
modifiziert werden mit grad(i) = 5.

4. Unterstellt man eine Gleichverteilung auf dem Einheitsquadrat, um zuféllig eine Instanz eines Netzwerks mit
Koordinaten im Einheitsquadrat zu erzeugen, so gilt fiir jeden Knoten i im KAB, dass grad(i) < 5 mit
Wahrscheinlichkeit 1.

5. Wenn E ein Eckpunkt von CON(V) ist, dann ist in KAB grad(E) < 3.

Herleitung:

(1) Wir betrachten 2 Kanten (i,j) und (i,k) mit dj; < dik und mit einem Winkel o < 60° . An dem gleichseitigen

Dreieck von Abbildung 6.17 erkennen wir, dass fur Winkel > a die Strecke djx kleiner oder gleich ist wie dj;.

Folglich ist dj; + djk < djj + dik. Demnach kdnnen nicht beide Kanten (i,j) und (i,k) in KAB sein. Fur § > a zeigen

elementare geometrische Uberlegungen, dass djx < dik . Dann kénnen auch nicht beide Kanten (i,j) und (i,k) in
KAB sein. Der Fall mit dj; = dik und mit einem Winkel o < 60° kann nicht eintreten.

Abbildung 6.17: Herleitung von Aussage 6.6

(2) Wenn in V k Kanten zu einem Knoten i inzident sind mit k > 6, dann existieren zwei zu i inzidente Kanten,
die einen Winkel von hdchstens 360°/k < 60° aufweisen. Diese kénnen gemal? (1) nicht im KAB auftreten.

(3) Wenn in KAB 6 Kanten zu einem Knoten i inzident sind, je zwei benachbarte Kanten einen Winkel von 60°
aufweisen und alle Kanten gleich lang sind, dann ist nach der Abbildung 6.17 djj + djk = djj + di , und der Baum
KAB kann umgestellt werden, so dass nur 5 Kanten zu i inzident sind. Wenn in einem Netzwerk 6 Kanten zu
einem Knoten i inzident sind, je zwei benachbarte Kanten einen Winkel von 60° aufweisen, aber nicht alle
Kanten gleich lang sind, dann zeigen elementare geometrische Uberlegungen, dass eine Kante am Rand kiirzer
ist als eine Zentralverbindung. Also kann der KAB nicht im Knoten i einen Grad 6 aufweisen. Wenn in KAB 6
Kanten zu einem Knoten i inzident sind, und zwei zu i inzidente Kanten existieren, die einen Winkel > 60°
aufweisen, dann existieren zwei zu i inzidente Kanten, die einen Winkel < 60° aufweisen. Dann kann nach (1)
der Baum nicht minimal sein. Also ist dieser Fall ausgeschlossen.

(4) Die Herleitung oben zeigt, dass nur dann im KAB ein Knoten mit grad(i) = 6 existiert, wenn alle Kanten
gleich lang sind und je zwei zu i inzidente Kanten einen Winkel von 60° aufweisen. Unterstellt man eine
Gleichverteilung auf dem Einheitsquadrat, um zuféllig Instanzen zu erzeugten, so weisen diese Instanzen eine
Wahrscheinlichkeit null auf. Fur zuféllig erzeugte Instanzen gilt daher grad(i) <5 mit Wahrscheinlichkeit 1.
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(5) Als Eckpunkt E von CON(V) lauft durch E eine trennende Gerade G, so dass die ganze Knotenmenge V in
einem Halbraum von G liegt. Die in E eintreffenden Kanten missen sich daher einen Winkelraum von 180°
teilen. Wenn mehr als drei Kanten zu E inzident sind, dann tritt ein Winkel < 60° zwischen zwei Kanten auf, was
nach (1) fir KAB ausgeschlossen ist.

Die Aussage 6.6 Teil 4 wird auch von empirischen Erfahrungen gestiitzt. Wenn man in 10.000 zuféllig erzeugten
Netzwerken mit euklidischen Daten im Einheitsquadrat die kiirzesten aufspannenden Baume (KAB) bestimmt,
ergibt sich in Abh&ngigkeit von der Knotenzahl folgende Statistik der Knotengrade der kiirzesten aufspannenden
Baume.

Knotenzahl | Grad <2 | Grad 3 Nicht Grad 3 Grad 4 Grad 5 Grad 6
und Grad 4-6
10 879 8.864 257 528 0 0
20 8 9.964 28 1.235 0 0
50 0 10.000 0 3.050 2 0
100 0 10.000 0 5.232 3 0
200 0 10.000 0 7.839 7 0
500 0 10.000 0 9.784 18 0

Tabelle 6.3: Aufgefundene Knotengrade im KAB

Erlauterung:

Grad < 2: Anzahl der aufgefundenen KAB, in denen jeder Knoten einen Grad < 2 besitzt.

Grad 3: Anzahl der aufgefundenen KAB, in denen mindestens ein Knoten einen Grad 3 besitzt.

Nicht Grad 3 und Grad 4-6: Anzahl der aufgefundenen KAB, in denen kein Knoten einen Grad 3 und mindestens
ein Knoten einen Grad > 3 besitzt.

Grad 4: Anzahl der aufgefundenen KAB, in denen mindestens ein Knoten einen Grad 4 besitzt.

Grad 5: Anzahl der aufgefundenen KAB, in denen mindestens ein Knoten einen Grad 5 besitzt.

Grad 6: Anzahl der aufgefundenen KAB, in denen mindestens ein Knoten einen Grad 6 besitzt.

An dieser Tabelle wird deutlich, dass KAB mit einem Knotengrad 5 selten auftreten und mit einem Knotengrad
6 gar nicht. Ab Knotenzahl n=20 wird mit einer Wahrscheinlichkeit von tber 99% ein SST erzeugt, der
mindestens einen Knoten mit Grad 3 besitzt. Fur den Grad 4 wird diese hohe Wahrscheinlichkeit erst ab
Knotenzahl n=500 erreicht.

6.6 Weitere Fragestellungen mit aufspannenden Baumen

Eine Vielzahl von Variationen des Minimum-Spanning-Tree-Problems ist untersucht worden. Diese Variationen
beziehen sich auf zusétzliche Restriktionen auf den Knoten und den Kanten des zugrunde liegenden Netzwerkes.
Anwendung fur die genannten Variationen des Minimum-Spanning-Tree Problems liegen vor allen Dingen in
dem Aufbau von Telekommunikations- und Logistiknetzwerken. Wéhrend das Minimum-Spanning-Tree
Problem mit einfachen Verfahren in polynominaler Zeit I6sbar ist, gilt dies fur die Variationen nicht mehr.
Hierfir sind lediglich schnelle Heuristiken zur Losung bekannt.

6.6.1 Aufspannende Baume mit Knotengradbeschankungen

Bei der Realisierung von Netzwerken geht es hdufig darum, dass an einen Knoten nicht unbeschrénkt viele
andere Knoten angeschlossen werden konnen. Die Anzahl der anzuschliefenden Knoten ist beschrénkt. Diese
Einschrankung finden wir hdufig in Computernetzwerken, etwa bei Ports fiir die Telekommunikation an
Computern. Wenn fiir jeden Knoten eine obere Grenze fiir den Knotengrad vorgegeben ist, besteht das Problem
darin, einen aufspannenden Baum zu minimalen Kosten zu finden, der die Knotengrad-Restriktion einhélt. Man
kann z. B. das Travelling Salesman Problem (vgl. Kapitel 12) interpretieren als einen aufspannenden Baum mit
der Knotengrad-Restriktion < 2.

Man kann das Verfahren von Prim im Verarbeitungsschritt dahingehend zu einer Heuristik fur aufspannende
Baume mit Knotengradbeschankungen erweitern, dass neue Kanten in den Baum B nur unter Beriicksichtigung
der Knotengradrestriktionen aufgenommen werden. Der so entstehende Baum B stellt dann eine erste zuléssige
Losung des Kostenminimierungsproblems dar. Weitere Schritte zur Kostensenkung kénnen erfolgen, indem in B
systematisch eine Kante entfernt wird und die entstehenden beiden Teilbdume alternativ Giber andere Kanten
verbunden werden. Wird eine kostenguinstigere Konfiguration, die die Knotengradrestriktionen erftllt, gefunden,
so kann diese als die derzeit beste Konfiguration gehalten und mit dem gleichen Ansatz weiter verbessert
werden. Das Verfahren bricht in einem lokalen Minimum ab, wenn keine weiteren Verbesserungen mehr
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aufgefunden werden kénnen. Mit der Metaheuristik des Simulated Annealing kénnen die ungiinstigen lokalen
Minima Uberwunden und zum globalen Minimum angenéhrt werden.

6.6.2 Steiner Baume

Die Fragestellung des Steiner Problems spielt etwa fiir den Aufbau von Versorgungsnetzen eine Rolle, wo es um
die Einbeziehung von zusétzlichen Verteilknoten geht, um die gesamten Installationskosten zu senken. Das
Steiner Problem in einem Netzwerk l&sst sich wie folgt beschreiben: In einem Netzwerk (V,E) wird eine
Teilmenge V’ der Knoten betrachtet. Gesucht wird ein Baum mit minimalem Gewicht, der mindestens alle
Knoten der Teilmenge V’ umfasst. Ein minimal aufspannender Baum in der Teilmenge V’ alleine braucht nicht
optimal zu sein, wie das folgende Beispiel 6.2 zeigt. Da im Prinzip versuchsweise alle Teilmengen der
Differenzmenge V\V’ betrachtet werden miissen, um eine optimale Konfiguration fiir das Steiner Problem zu
finden, ist dieses Problem nicht in polynominialer Rechenzeit lésbar.

Beispiel 6.2

Das folgende Beispiel von Abbildung 6.18 ist ein bewertetes Netzwerk mit einer Knotenmenge V von 6 Knoten
und der Teilmenge V’ = {4,5,6}. Ein Minimum-Spanning-Tree in VV’ besteht aus den Kanten (4,5) und (5,6) mit
Gesamtkosten von 10. Bezieht man dagegen in den Spanning Tree den Knoten 2 mit ein, so erhalten wir
Gesamtkosten von 8 auf den Kanten (2,4), (2,6) und (5,6).

Abbildung 6.18: Beispielnetzwerk zum Steiner-Problem

Zur Lésung des Steinerproblems geben wir eine Heuristik von Kou und anderen wieder. Das Verfahren geht wie
folgt vor sich:

Verfahren 6.6: Heuristik von Kou und anderen zur Ldsung des Steinerproblems

1. Konstruiere ein vollstandiges Netzwerk N’ aus der Knotenmenge V'’ in der folgenden Weise: Jeder
Kante (i,j) in N’ ordnen wir die Entfernung als kirzesten Weg zwischen i und jin N zu (vgl. Kirzeste
Wegeverfahren).

2. Wir konstruieren den minimal aufspannenden Baum T(N’) in N’.

3. Indem Baum T(N’) ersetze jede Kante (i,j) durch den kirzesten Weg zwischen Knoten i und j in N.
Das resultierende Netzwerk N" ist ein Teilnetzwerk von N.

4. Berechne den kirzesten aufspannenden Baum T(N") in N".

5. Im Baum T(N") streichen wir alle Knoten, die in VIV’ liegen und einen Grad 1 aufweisen. Der
entstehende Baum ist eine Losung des Steinerproblems.

Die gewonnene Ldsung ist hdchstens (2-1/n) mal vom optimalem Wert entfernt, wenn mit m die Kantenzahl des
Netzwerkes bezeichnet wird. Die worst case Performance Garantie betrdgt demnach 2.

Wir erldutern die Heuristik anhand des Netzwerks aus Beispiel 6.2 (vgl. Abbildung 6.18) und der Knoten-
Teilmenge V'={4,5,6}. Im ersten Schritt erhalten wir dann das in Abbildung 6.19 dargestellte vollstandige
Netzwerk N'. (Der kirzeste Weg von 4 nach 6 fuhrt in N Uber Knoten 2 und hat die Lange 4.)
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4 6 5

Abbildung 6.19 Netzwerk N’

Der kiirzeste aufspannende Baum in N' besteht aus den Kanten (4,6) und (5,6) (Schritt 2). Im dritten Schritt
ersetzen wir die Kante (4,6) durch den kiirzesten Weg in N. Das resultierende Netzwerk N" zeigt. Abbildung
6.20.

@

Abbildung 6.20: Steiner Baum im Beispiel 6.2

Der kirzeste aufspannende Baum in N" besteht aus den Kanten (2,4), (2,6) und (5,6). Da es im Baum T(N")
keinen Knoten mit Grad 1 gibt, der in V\V' liegt (Schritt 5), ist das Verfahren an dieser Stelle beendet. (Einziger
Knoten in VAV' ist Knoten 2 mit Grad 2).
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7 Kirzeste Wege in Netzwerken

7.1 Einfuhrung

In Netzwerken kdnnen im allgemeinen verschiedene Wege zwischen zwei Knoten durchlaufen werden. Gefragt
wird hier nach dem kiirzesten dieser Wege. Fir Logistiksysteme ist diese Fragestellung besonders relevant, wenn
es um die effiziente Auslegung von Distributionssystemen geht und dafiir die kiirzesten oder die schnellsten
Fahrtrouten gesucht werden mussen.

In einem Netzwerk ist die Lange eines Weges zwischen einem Knoten s und einem Knoten t gegeben als
Summe der Bewertungen djj (Entfernungen) bzw. c;j (Kosten) auf den Kanten (i,j) des Weges: X d;; bzw. X cj;.
Die Bewertungen sind reellwertig und kdnnen positiv, null oder negativ sein. Zumeist sind die Bewertungen der
Intuition entsprechend positiv oder nicht negativ, wie die Suche nach dem kirrzesten Weg in Stralennetzen.
Negative Bewertungen spielen in Modellen eine Rolle, wo es um Glterfllisse mit minimalen Kosten geht (,,Min-
Cost-Flow-Probleme*). Wir nehmen in diesem Kapitel ausschlieBlich gerichtete Netzwerke an.

4
2) >4)

11 15

14

Abbildung 7.1: Beispiel eines Netzwerkes

In dem Netzwerk von Abbildung 7.1 gibt es zwischen dem Knoten 1 und dem Knoten 5 folgende Wege mit
zugeordneten Wegléngen:

Weg Lange
1-2-4-5 21
1-2-5 24
1-2-3-5 21
1-2-4-3-5 20
1-3-5 22

Tabelle 7.1: Wege im Beispielnetzwerk von Abbildung 7.1

Unter allen Wegen zwischen einem Knoten s und einem Knoten t gibt es einen Weg mit geringster Lange. Dieser
(nicht unbedingt eindeutige) Weg wird als der kiirzeste Weg von s nach t bezeichnet. Mit L(t) wird dessen
Lange bezeichnet. Diese GroRe ist eindeutig. Wir nehmen an, dass im Netzwerk keine Zyklen mit negativer
Lange vorhanden sind. Andernfalls ist der Begriff des kiirzesten Weges nicht mehr sinnvoll definierbar, da sich
die L&nge des Weges bei jedem Durchlauf durch den Zyklus um die negative Zykluslange vermindert.

Modelle, in denen kiirzeste Wege eine Rolle spielen, sind nicht allein die Transportplanung in intuitiven
StralRennetzen, sondern auch Probleme, die sich auf die Suche nach kiirzesten Wegen in abstrakten Netzwerken
reduzieren lassen, wie das Auffinden von kostenminimalen Flussen, das optimale Packen (im Sinne von
Maximierung des Inhalts) von Rucksécken mit begrenzter Kapazitat (Knapsack-Problem), die
Investitionsplanung, die Planung von Produktionsprogrammen und Losgroen iber mehrere Perioden.

Verschiedene Fragestellungen bei der Bestimmung kiirzester Wege in Netzwerken treten auf:
1. Die kirzesten Wege zwischen einem Knoten s und allen anderen Knoten i.

2. Der kirzeste Weg zwischen einem Knoten s und einem Knoten t.
3. Die kiirzesten Wege zwischen allen Knotenpaaren (i,j).
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Fragestellung 3 kann aus Fragestellung 1 hergeleitet werden, indem die Fragestellung 1 nacheinander fiir alle
Knoten s =i geldst wird, i = 1...n. Auch kann Fragestellung 2 aus Fragestellung 1 hergeleitet werden, da mit 1
auch der kurzeste Weg von s nach t gegeben ist.

Wir beschéftigen uns zunéchst mit Fragestellung 1 und stellen in den Abschnitten 7.3 und 7.4 zwei
Losungsverfahren vor. In Abschnitt 7.5 beschéftigen wir uns mit Fragestellung 2. Zuvor miissen jedoch einige
Grundlagen zum Kirzeste-Wege-Verfahren behandelt werden.

7.2 Baumalgorithmen als Grundlage fur Kirzeste-Wege-Verfahren

In einem Netzwerk bilden die kiirzesten Wege zwischen einem Knoten s und allen anderen Knoten i einen Baum
mit der Wurzel s. Man spricht daher bei den Verfahren von Baumalgorithmen. Die folgende Abbildung 7.2
zeigt ein Beispiel des Baumes der kiirzesten Wege von der Wurzel s.

Q
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Abbildung 7.2: Beispiel fiir den Baum der klrzesten Wege

Der Baum der kiirzesten Wege ist vergleichbar mit dem Baum der Erreichbarkeit beim Suchalgorithmus und
rihrt daher, dass die Lange L(j) eines kiirzesten Weges von s nach j eine rekursive Eigenschaft aufweist:

Wenn i der unmittelbare Vorganger von j auf dem kirzesten Weg von s nach j ist, dann ist
L(j)= Lange des Teilweges von s nach i + dij .

Wére die L&nge des Teilweges von s nach i groBer als L(i), dann kdnnte ein kirzerer Teilweg von s nach i

gefunden werden und die GroRRe L(j) vermindert werden. Damit wére aber L(j) nicht mehr die L&nge eines
kirzesten Weges von s nach j. Also ist:

1) L) = L) + dij

® > D

Abbildung 7.3
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Die Verfahren zur Bestimmung der kirzesten Wege von s nach allen anderen Knoten j setzen ,,Marken® auf die
Knoten des Netzwerkes, die schrittweise verdndert werden. Die Marken besitzen die inhaltliche Bedeutung,
dass eine Marke d(j) auf dem Knoten j die geringste bislang bekannte La&nge eines Weges von s nach j ausdriickt.
Die Marken werden schrittweise von oo (oder einer sehr groRen Zahl) als Anfangsvermutung auf die Lange L(j)
des kiirzesten Weges reduziert. Diese Reduktion geschieht durch mehrfaches Anwenden von Gleichung 1 fir
d(j): Wird festgestellt, dass ein Weg liber einen Vorgangerknoten i vorteilhafter ist als die bislang bekannte
geringste Lange d(j) zum Knoten j, d.h.

d@) > d(i) + di,
dann wird der Knoten i als Vorganger gewahlt und die Marke d(j) fortgeschrieben auf

d@) = d(i) + d;.
Dabei wird als Vorgéanger von j der Knoten i in die VVorgangermarke p eingetragen: p(j)=i. Sind keine
Anderungen der Marken d mehr méglich, ist das Verfahren beendet. Im folgenden Verfahren werden alle
Knoten, deren Marken fortgeschrieben wurden, in einer Liste Q geftihrt. Wenn Q leer ist, dann sind alle Marken
d(i) gleich den Léngen L(i) der kirzesten Wege von s nach i.

Verfahren 7.1: Baumalgorithmus

1. Initialisierung
d(s):=0; p(s):=0; Q:={s};
d(j):= oo furj:=1...n,j #s;

2. Verarbeitung
While Q # leer Do
Begin
Waéhle eini € Q und setze Q:= Q \ {i};
Fur alle Nachfolger j € N(i) priufe, ob d(j) > d(i) + ci;
Setze in diesem Falle: d(j):= d(i) + cij; p(j):=i; Q:= QuU{j};
EndWhile;

3. Terminierung
Q istleer.

Anhand der Vorgéngermarken p(i) lassen sich von jedem Knoten i die kiirzesten Wege zur Wurzel s
rekonstruieren. Beim Baumalgorithmus werden die Entfernungsmarken d und VVorgdngermarken p beim Update
jedes Mal fortgeschrieben. Man kann diese beiden Marken zu dem Datenfeld eines VVorgéangerfeldes
zusammenfassen, das noch durch eine Vielzahl von Informationen zu der Verbindung erweitert werden kann,
z.B. durch:

e Typ der Strallen

e Fahrzeit in Minuten

e Amtliche Bezeichnung der StralRe
e Entfernung in Kilometern

Mit dieser erhohten Komplexitat der Verbindungsdaten fur kiirzeste Wege gestalten sich dann die Algorithmen
fiir die Darstellung eines kiirzesten Weges von i nach j schneller und schlanker.

Die Baumalgorithmen werden danach unterschieden, wie
e die Auswahl von i € Q im Verarbeitungsschritt vorgenommen wird.
e die Liste Q organisiert ist.

Zwei grundsatzliche Verfahren fur Baumalgorithmen sind zu nennen:
e Das Label-Setting-Verfahren
e Das Label-Correcting-Verfahren

7.3 Das Label-Setting-Verfahren: Der Dijkstra-Algorithmus

Das Label-Setting Verfahren ist auch als Dijkstra-Algorithmus bekannt und besitzt djj>0 als VVoraussetzung. Im
Label-Setting Verfahren wird im Verarbeitungsschritt derjenige Knoten i € Q ausgewahlt, der eine minimaler
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Marke d(i) aufweist. Die Minimumbestimmung ist dann besonders effizient, wenn Q als Heap organisiert ist.
Das Verfahren heif8t Label-Setting, weil die Marke d(i) des ausgewéhlten Knotens i gleich der L&nge des
kirzesten Weges ist: d(i) = L(i). Dies bedeutet, dass Knoten i kein zweites Mal in Q aufgenommen wird. Knoten
i verlésst endgultig die Menge Q. Die Marke d(i) ist endgultig gesetzt (Label-Setting). Wir kdnnen diese
Eigenschaft betonen, indem wir den Knoten i, der Q verl&sst, in eine Menge ME der endgiltig markierten
Knoten aufnehmen. Die Menge Q reprasentiert dann die vorlaufig markierten Knoten. Endgtiltig markierte
Knoten j brauchen beim Uberpriifen der Nachfolger N(i) beim Verarbeitungsschritt des Baumalgorithmus nicht
mehr beriicksichtigt zu werden. Die Uberpriifung beschrankt sich auf damit auf Nachfolger j € N\ME. Der
Dijkstra-Algorithmus hat damit die folgende Gestalt:

Verfahren 7.2: Dijkstra-Algorithmus

1. Initialisierung
d(s)=0; p(s):=0; Q:={s}; ME:=J;
d():= o furj:=1..n,j=s;

2. Verarbeitung
While Q # leer Do
Begin
Wahle ein ieQ mit d(i) = Min{d(j): jeQ} und setze Q:=Q\{i} und ME:= MEU{i};
Fir alle Nachfolger j € N(i) mitj € N\ME prufe, ob d(j) > d(i) +d;
Wenn d(j) > d(i) + dj, dann setze: d(j):= d(i) +di; p(j):=i; Q:= QuU{j};
EndWhile;

3. Terminierung
Qist leer.

Fir das Beispielnetzwerk aus Abbildung 7.1 und Startknoten s=1 lauft der Dijkstra-Algorithmus wie folgt ab:
1. Initialisierung

d(@):=0

Vorganger von 1 ist 0
Q={1}

ME ist leer
d(2..5):=w

N

. Verarbeitung

. Durchlauf
Q = {1} ist nicht leer
Wahle Knoten 1:i =1
Entferne Knoten 1 aus Q: Q:={1}\{1} =9
Nehme Knoten 1 in ME auf: ME:= @ U {1} = {1}
Nachfolger von 1 sind 2 und 3
j=2: d(2)>d (1) +dw2?
0>0+2=27>ja
d():=2
Vorgénger von 2 ist 1
Nehme Knoten 2 in Q auf: Q:= ¥ u {2} = {2}
j=3: d@B)>d (1) +dz?
©0>0+14=147? > ja
d3)=14
Vorgénger von 3 ist 1
Nehme Knoten 3 in Q auf: Q:= {2} u {3} = {2,3}

e o o o o |

2. Durchlauf

o Q={2,3}istnicht leer

o Waéhle Knoten 2,dad (2)=2,d(3)=14:1i=2

o Entferne Knoten 2 aus Q: Q:={2,3}\{2} = {3}

e Nehme Knoten 2 in ME auf: ME:= {1} u {2} = {1,2}
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Nachfolger von 2 sind 3, 4 und 5
j=3: d@3)>d(2) +dxz?

14>2+11=13?—>ja

d(3):=13

Vorganger von 3 ist 2

Nehme Knoten 3 in Q auf: Q:= {3} u {3} = {3}
j=4: d(@)>d(2) +du?

0>2+4=67—>ja

d@4):=6

Vorganger von 4 ist 2

Nehme Knoten 4 in Q auf: Q:= {3} u {4} = {3,4}
j=5:d(B)>d(2)+ds?

0>2+22=247?—>ja

d(5) =24

Vorganger von 5 ist 2

Nehme Knoten 5 in Q auf: Q:= {3,4} u {5} = {3,4,5}

. Durchlauf
Q ={3,4,5} ist nicht leer
Wiéhle Knoten 4, dad (3) =13,d (4)=6,d (5)=24:i=4
Entferne Knoten 4 aus Q: Q:={3,4,5}\{4} = {3,5}
Nehme Knoten 4 in ME auf: ME:= {1,2} u {4} = {1,2,4}
Nachfolger von 4 sind 3 und 5

j=3: d@)>d@4) +ds?

13>6+6=12? > ja

d(3):=12

Vorganger von 3 ist 4

Nehme Knoten 3 in Q auf: Q:= {3,5} u {3} = {3,5}
j=5: d(B)>d @) +dss?

24>6+15=217—>ja

d():=21

Vorganger von 5 ist 4

Nehme Knoten 5 in Q auf: Q:= {3,5} U {5} = {3,5}

. Durchlauf

Q = {3,5} ist nicht leer
Wibhle Knoten 3,dad (3) =12,d (5) =21:i=3
Entferne Knoten 3 aus Q: Q:={3,5}\{3} = {5}
Nehme Knoten 3 in ME auf: ME:= {1,2,4} u {3} ={1,2,3,4}
Nachfolger von 3 ist 5
j=5:d(B)>d@3)+ds?
21>12+8=207?—> ja
d(5):=20
Vorganger von 5 ist 3
Nehme Knoten 5 in Q auf: Q:= {5} u {6} = {5}

. Durchlauf

Q = {5} ist nicht leer

Wahle Knoten 5:i =5

Entferne Knoten 5 aus Q: Q:={5}\{5} = &

Nehme Knoten 5 in ME auf: ME:= {1,2,3,4} u {5} = {1,2,3,4,5}
5 hat keine Nachfolger

. Terminierung

Q ist leer.

Die folgende Tabelle fasst die Entwicklung der einzelnen Variablen noch einmal zusammen. Anderungen sind

jeweils fett dargestelit.
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d(1) d@) d@3) d@) dG) | PQ) PR PQR P4 P(5) Q ME
Initialisierung 0 © ® ® © 0 1 %)
1. Durchlauf i=1, j=2 0 2 © © 0 0 1 2 1
i=1, j=3 0 2 14 0 o0 0 1 1 2,3 1
2. Durchlauf i=2, j=3 0 2 13 0 o0 0 1 2 3 1,2
i=2, =4 0 2 13 6 o0 0 1 2 2 3,4 1,2
i=2, j=5 0 2 13 6 24 0 1 2 2 2 3,45 1,2
3. Durchlauf i=4, j=3 0 2 12 6 24 0 1 4 2 2 3,5 1,2,4
i=4, j=5 0 2 12 6 21 0 1 4 2 4 3,5 1,24
4. Durchlauf i=3, j=5 0 2 12 6 20 0 1 4 2 3 5 1,2,3,4
5. Durchlauf i=5 0 2 12 6 20 0 1 4 2 3 %) 1,2,3,45

Tabelle 7.2: Dijkstra-Algorithmus im Beispielnetzwerk

Die Abbildung 7.4 veranschaulicht den Baum der kiirzesten Wege im Beispiel. Auf den Knoten befinden sich
die endgultigen Entfernungsmarken.

Die Entfernungsmarken L(j) der vorlaufig markierten Knoten jeQ stellen die Lange des kiirzesten Weges von s
nach j mit der Einschrankung dar, dass auf diesem Weg alle Vorgéanger i von j endgultig markiert sind, d.h. in
ME liegen. Dieses ist durch Induktion nach der Anzahl der in ME aufgenommenen Knoten wie folgt einzusehen.
Nachdem ein Knoten i endgultig markiert worden ist, kdnnen die Marken von Knoten jeQ reduziert werden,
wenn i auf dem vorléufigen kirzesten Weg von s nach j liegt. Nach diesem Fortschreiben der
Entfernungsmarken ist Knoten i direkter VVorganger von j. Auf dem Weg von s nach i liegen aber nach
Induktionshypothese und wegen ie ME nur endglltig markierte Knoten.

Abbildung 7.4: Baum der kurzesten Wege

Das Dijkstra-Verfahren nimmt die endgultig markierten Knoten nach aufsteigender Lange L(i) in die Menge
ME auf. Es beginnt mit dem Knoten s mit der kleinsten Lénge: L(s)=0 und sucht dann mit der
Minimumsoperation den Knoten, der s am nachsten liegt und so fort. Wir nehmen an, dass bereits k Knoten
endgultig markiert sind, d.h. die k Knoten, die s am néchsten liegen, seien bekannt. Der an k-ter Stelle als
endgultig markierte Knoten besitze die Knotennummer i und der (k+1)-te Knoten, der dann als endgtiltig
markiert wird, besitze die Knotennummer j. Wegen der Minimumaoperation ist L(i) = d(i) < d(j). Beim Update

der Marken kann d(j) auf d(j) = d(i) + djj reduziert werden. Aber wegen djj > 0 bleibt d(j) > L(i) und damit im
Schritt (k+1): L(j) = d(j) > L(i).
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endgultig markiert /

N

Abbildung 7.5

Die Zeitkomplexitat des Dijkstra-Algorithmus ist O(n?), wobei n die Zahl der Knoten darstellt. Dieses ist wie
folgt einzusehen. Bei jedem Durchlauf der Verarbeitungsschleife (2) wird eine Knoten i aus Q entfernt und in
ME aufgenommen. Dies bedeutet, dass die Verarbeitungsschleife (2) genau n mal durchlaufen wird. Fir jeden
ausgewéhlten Knoten i sind maximal n-1 Nachfolger zu uberprifen. Damit ergeben sich n(n-1)
Verarbeitungsschritte, also eine Zeitkomplexitat von O(n?).

In Strallennetzen sind neben den Entfernungen auch Fahrtzeiten von Bedeutung. Wir wollen hier diskutieren,
wie diese Informationen tber Fahrtzeiten zusammen mit den kiirzesten Wegen mit dem Dijkstra-Verfahren
gemeinsam gewonnen werden kénnen. Die Entfernungsangaben djj in km auf den Strassen eines Netzwerks
lassen sich in Daten tber die auf der StraRe bendtigten Fahrtzeiten fj; in Stunden umwandeln, wenn wir fir jede
StralRe eine Annahme (ber die dort mdgliche Durchschnittsgeschwindigkeit s;; in km/h treffen. Wir haben dann
die Definitionsgleichung f;; = djj/si;. Wenn wir mit Hilfe des Konstrukts der Durchschnittsgeschwindigkeit die
Fahrzeiten in Stunden auf einer StraRe aus der Entfernung in km herleiten, dann erhalten wir als zusétzliche
Information die Fahrzeit auf dem kiirzesten Weg. Man kann nun auch umgekehrt das kiirzeste Wegeverfahren
auf die Fahrzeiten anstelle der Entfernungen anwenden und erhélt dann neben der Fahrtzeit auch die Strecke in
Kilometern auf dem schnellsten Weg. Die folgenden Fragen kénnen damit beantwortet werden:

e Wie lang ist der schnellste Weg?
e Wie schnell ist der kiirzeste Weg?

Die Fahrtzeit auf dem kiirzesten Weg kann beim Update des Dijkstra-Verfahrens in einfacher Weise
fortgeschrieben werden und ins Verbindungsrecord des Vorgangerfeldes aufgenommen werden. Der Pseudo-
Code fir den Verarbeitungsschritt des Dijkstra-Verfahrens sieht dann wie folgt aus, wenn mit FZ(j) die Fahrtzeit
vom Startknoten s zum Knoten j und mit fj; die Fahrtzeit auf der Kante (i,j) bezeichnet werden:

2. Verarbeitung
While Q = leer Do

Begin
Waéhle ein ieQ mit d(i) = Min{d(j): jeQ} und setze Q:=Q\{i} und ME:= MEU{i};
Fur alle Nachfolger j € N(i) mit j € N\ME prufe, ob d(j) > d(i) + di;
Wenn d(j) > d(i) + dij,dann setze:
d():= d(i) + dy; FZ():= FZ() + fi; p():= i; Q== QuUij};

EndWhile;

Die Entfernung auf dem schnellsten Weg kann beim Update des Dijkstra-Verfahrens analog fortgeschrieben
werden. Die folgende Matrix fasst die sich ergebenden Mdglichkeiten zusammen:
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Vorgangerinformationen im Verbindungs-Record
Entfernung Fahrtzeit
Dijkstra-Verfahren fur den Entfernung auf dem Fahrtzeit auf dem
kurzesten Weg kurzesten Weg kirzesten Weg
Dijkstra-Verfahren fur den Entfernung auf dem schnellsten Fahrtzeit auf dem
schnellsten Weg Weg schnellsten Weg

Tabelle 7.3: Bestimmung des kiirzesten und des schnellsten Weges

Voraussetzung fur den Dijkstra-Algorithmus ist djj > 0. Das folgende Beispiel zeigt, dass bei negativen
Bewertungen der Dijkstra-Algorithmus den kirzesten Weg von s=1 nach t=3 als Kante (1,3) fehlerhaft
bestimmt:

@y ;

Abbildung 7.6: Versagen des Dijkstra-Algorithmus bei negativen Kantenbewertungen

Im ersten Schleifendurchlauf wird Knoten 1 ausgewéhlt, aus Q entfernt und in ME aufgenommen. Nachfolger
von Knoten 1 sind die Knoten 2 und 3. Da die Distanzmarken von 2 und 3 beide mit unendlich initialisiert sind,
werden sie auf d (2) =4 und d (3) = 2 fortgeschrieben und die Knoten 2 und in Q aufgenommen. Im zweiten
Durchlauf wird der Knoten 3 ausgewahlt, da d (3) < d (2), aus Q gestrichen und in ME aufgenommen. Da
Knoten 3 keine Nachfolger hat, ist der Durchlauf an dieser Stelle beendet. Im dritten Schleifendurchlauf wird
Knoten 2 ausgewéhlt, aus Q gestrichen und in ME aufgenommen. Nachfolger von Knoten 2 ist Knoten 3, aber da
Knoten 3 bereits endglltig markiert ist (3 € ME), wird er nicht weiter betrachtet. Wegen Q = & terminiert der
Algorithmus mit dem Ergebnis, dass der kiirzeste Weg von s=1 nach t=3 die Lange d(3) = 2 hat, obwohl der
Weg uber Knoten 2 mit einer Lange von 0 kirzer ware.

Folgende Variationen des Dijkstra-Verfahrens sind moglich: Wird nur der kiirzeste Weg von s zu einem Knoten
t gefragt (Fragestellung 2 oben), kann das Dijkstra-Verfahren abgebrochen werden, sobald t die Menge Q
verlasst und in die Menge ME der endgiltig markierten Knoten aufgenommen wird. Dieser friihzeitige Abbruch
ist nur beim Dijkstra-Verfahren mdglich, nicht aber beim anschlieRend referierten Label-Correcting-Verfahren.
Fir einen kirzesten Weg von s nach t kann der Dijkstra-Algorithmus auch bidirektional aufgebaut werden,
indem abwechselnd von s und dann von t der Baum der kiirzesten Wege aufgebaut wird. Dieser Ansatz ist bei
sehr groRen Knotenmengen in geografischen Informationssystemen deutlich schneller und wird unten
dargestellt.

7.4 Das Label Correcting-Verfahren

Das zweite Verfahren fur Baumalgorithmen ist das Label-Correcting-Verfahren. Bei diesem Verfahren kdnnen
Knoten mehrfach in Q aufgenommen werden. Die Marken d sind erst zum Ende des Verfahrens endgultig, da sie
wahrend des Verfahrens korrigiert werden kdnnen. Deswegen ist kein vorzeitiger Abbruch méglich, wenn nur
der kurzeste Weg von s nach t gesucht wird. Die Menge Q ist als Schlange organisiert. Enthommen wird i € Q
am Kopf der Schlange. Knoten j werden in Q aufgenommen, indem sie am Ende der Schlange eingefiigt werden.

Das Label-Correcting-Verfahren besitzt die Zeitkomplexitat von O(nm), wenn m die Anzahl der Kanten im
Netzwerk ist. In vollstandigen Netzwerken mit m=n? Kanten ergibt sich die Zeitkomplexitat von O(nd), also
deutlich schlechter als beim Dijkstra-Algorithmus mit O(n?). Daflr eignet sich dieses Verfahren auch fir

Netzwerke, die negative Bewertungen cjj aufweisen, wie sie bei Netzwerkflussproblemen auftreten kdnnen.
Ferner ist das Verfahren geeignet furr die Bestimmung von kiirzesten Wegen unter Berticksichtigung von

zusétzlichen Restriktionen. Ein Kirzeste-Wege-Verfahren wird in Kapitel 14 vorgestellt, mit dem kiirzeste Wege
unter Beriicksichtigung von Kundenzeitfenstern aufgefunden werden kénnen.

Verfahren 7.3: Kiirzeste Wege 2 (Label-Correcting-Algorithmus)
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1. Initialisierung
d(s):=0; p(s):=0; Q:={s}; organisiere Q als Schlange;
d()i= o furj:=1..n,j=s;

2. Verarbeitung
While Q = leer Do
Begin
Wahle den Schlangenkopfi € Q und setze Q:= Q\ {i};
Fir alle Nachfolger j e N(i) priife, ob d(j) > d(i) + dj;
Setze in diesem Falle d(j):=d(i) + dj ; p(j):=i; flge j an das Schlangenende ein;
EndWhile;

3. Terminierung
Q ist leer.

Fir das Beispielnetzwerk aus Abbildung 7.1 und Startknoten s=1 lauft das Label-Correcting-Verfahren wie folgt
ab:

1. Initialisierung

d(@):=0

Vorgéanger von 1 ist 0
Q={1}
d(2.5):=w

N

. Verarbeitung

. Durchlauf
Q = {1} ist nicht leer
Wahle Knoten 1 und entferne ihnaus Q:i=1,Q=9
Nachfolger von 1 sind 2 und 3
j=2: d(2)>d (1) +dw2?
©0>0+2=2?—>ja
d(2):=2
Vorganger von 2 ist 1
Fiige Knoten 2 am Ende von Q ein: Q = {2}
j=3: d@B)>d (1) +dwz?
0>0+14=147 > ja
d3) =14
Vorganger von 3ist 1
Fuge Knoten 3 am Ende von Q ein: Q = {2,3}

e o o [

2. Durchlauf
o Q={2,3}istnicht leer
e Wahle Knoten 2 und entferne ihn aus Q: i = 2, Q = {3}
¢ Nachfolger von 2 sind 3, 4 und 5
j=3 d@)>d(2) +d2s?
14>2+11=137?—>ja
d(3):=13
Vorganger von 3 ist 2
Fuge Knoten 3 am Ende von Q ein: Q = {3}
j=4: d(4)>d((2)+dau?
©0>2+4=67?—>ja
d(4) =6
Vorgénger von 4 ist 2
Fuge Knoten 4 am Ende von Q ein: Q = {3,4}
j=5d(B)>d((2)+dxs?
0>2+22=247—>ja
d(5):=24
Vorgénger von 5 ist 2
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Fuge Knoten 5 am Ende von Q ein: Q = {3,4,5}

. Durchlauf
Q = {3,4,5} ist nicht leer
Wahle Knoten 3 und entferne ihnaus Q: i = 3, Q = {4,5}
Nachfolger von 3 ist 5
j=5: d(5)>d(3) +dss?
24>13+8=217?—>ja
d():=21
Vorganger von 5 ist 3
Fuge Knoten 5 am Ende von Q ein: Q = {4,5}

e o o (W

. Durchlauf
Q = {4,5} ist nicht leer
Wahle Knoten 4 und entferne ihn aus Q: i = 4, Q = {5}
Nachfolger von 4 sind 3 und 5
j=3: d@)>d4) +ds?
13>6+6=12?—>ja
d(3):=12
Vorganger von 3 ist 4
Fuge Knoten 3 am Ende von Q ein: Q = {5,3}
j=5 d(B)>d @) +ds?
21>6+15=217? — nein

o o o |

. Durchlauf
Q = {5,3} ist nicht leer
Wiéhle Knoten 5 und entferne ihn aus Q: i =5, Q = {3}
5 hat keine Nachfolger

e o o |U1

. Durchlauf
Q = {3} ist nicht leer
Wahle Knoten 3 und entferne ihnaus Q:i=3,Q=¢
Nachfolger von 3 ist 5
j=5: d(B)>d((3) +ds?
21>12+8=207?— ja
d(5):=20
Vorganger von 5 ist 3
Fuge Knoten 5 am Ende von Q ein: Q = {5}

e o o O

7. Durchlauf

o Q={5}istnicht leer

e Wihle Knoten 5 und entferne ihnaus Q: i=5,Q =
¢ 5 hat keine Nachfolger

3. Terminierung
Q ist leer.

Die folgende Tabelle fasst die Entwicklung der einzelnen Variablen noch einmal zusammen. Anderungen sind
jeweils fett dargestelit.
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d@®) d@ d@ d@) dE) [PA) PR PG P@ PG| Q
Initialisierung 0 ® © © ) 0 1
1. Durchlauf i=1, j=2 0 2 0 0 0 0 1 2
i=1, j=3 0 2 14 o0 0 0 1 1 2,3
2. Durchlauf i=2, =3 0 2 13 e 0 0 1 2 3
i=2, =4 0 2 13 6 0 0 1 2 2 3,4
i=2, =5 0 2 13 6 24 0 1 2 2 2 3,4,5
3. Durchlauf i=3, j=5 0 2 13 6 21 0 1 2 2 3 4,5
4. Durchlauf i=4, =3 0 2 12 6 21 0 1 4 2 3 53
i=4, =5 0 2 12 6 21 0 1 4 2 3 5,3
5. Durchlauf i=5 0 2 12 6 21 0 1 4 2 3 3
6. Durchlauf i=3, j=5 0 2 12 6 20 0 1 4 2 3 5
7. Durchlauf i=5 0 2 12 6 20 0 1 4 2 3 %)

Tabelle 7.4: Label-Correcting-Verfahren im Beispielnetzwerk

7.5 Das zweiseitige Dijkstra-Verfahren

Will man einen kirzesten Weg zwischen einem Startknoten s und einem Zielknoten z bestimmen, dann kann der
Dijkstra-Algorithmus womdglich zahlreiche Knoten als endguiltig markieren, ehe er den Zielknoten z erreicht.
Diese Eigenschaft ist besonders in groRen StralRennetzen mit mehreren 10.000 Knoten nachteilig und riihrt daher,
dass der Dijkstra-Algorithmus anschaulich gesprochen in einer Art Breitensuche die Markierungen vornimmt.
Die Menge der endgiiltig markierten Knoten breitet sich ,.kreisformig™ um den Startknoten aus, bis der
Zielknoten erreicht ist. Der kirzeste Weg wird dagegen schneller aufgebaut, wenn sowohl vom Startknoten aus
wie auch vom Zielknoten aus parallel die jeweiligen Mengen der endgultig markierten Knoten kreisformig
aufgebaut werden. Dieses ist der Ansatz des zweiseitigen Dijkstra-Algorithmus, der sich zur Bestimmung eines
kirzesten Weges vom Startknoten s zu einem Zielknoten z in grof3en Netzwerken eignet und sich zugleich von
Start s zum Ziel z und vom Ziel z zum Start s vorarbeitet.

Einseitiger Dijkstra- Algorithmus Zweiseitiger Dijkstra-Algorithmus

Abbildung 7.7: Einseitiger und zweiseitiger Dijkstra-Algorithmus

Der Markierungsprozess setzt zwei Marken auf die Knoten i mit den vorlaufig und endgultig bekannten
Entfernungen des kirzesten Weges von s nach i bzw. von i nach z. Dabei arbeitet er sich abwechselnd von Start
s zum Ziel z vor (Vorwarts-Dijkstra-Schritt) und dann vom Ziel z zum Start s (Ruckwaérts-Dijkstra-Schritt). Der
Ruckwaérts-Dijkstra-Schritt ist spiegelbildlich zum Vorwarts-Dijkstra-Schritt aufgebaut: Anstatt alle Nachfolger
eines Knotens zu uberprifen, werden alle Vorgénger tberprift und die Update-Formel von d(j) = d(i) + dj auf
d’(j) = d;i + d’(i) geéndert. Die Beschreibung des zweiseitigen Dijkstra-Algorithmus erfordert fur den Vorwarts-
Dijkstra-Schritt und den Riickwérts-Dijkstra-Schritt eine Verdoppelung der Marken und Symbole fur die
Notation. Im folgenden wird der zweiseitige Dijkstra-Algorithmus als Pseudocode vorgestellt:

Verfahren 7.4: Zweiseitiger Dijkstra-Algorithmus

Notation:
S Startnoten
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z

di
d(i)
d’(j)
P(i)

Zielknoten

Kantenbewertung auf Kante (i,j) (Entfernung)

vorlaufig bekannte Entfernungen des kiirzesten Wegs von s nach i
vorlaufig bekannte Entfernungen des kiirzesten Wegs von j nach z
kirzester Weg von s nach i als Vorgénger-Feld

L(P(i))Lange des kiirzesten Wegs von s nach i

P(j)
L(P'(G))
Es

Vs

E,

Vs
VG())
NF(j)

kurzester Weg von j nach z als Nachfolger-Feld

Lange des kiirzesten Wegs von j nach z

Menge der endgiltig markierten Knoten beim Vorwarts-Dijkstra
Menge der vorlaufig markierten Knoten beim Vorwarts-Dijkstra
Menge der endgiltig markierten Knoten beim Ruckwarts-Dijkstra
Menge der vorlaufig markierten Knoten beim Riuckwarts-Dijkstra
Vorganger des Knotens i auf dem kirzesten Weg von s nach i
Nachfolger des Knotens j auf dem kurzesten Weg von j nach z

Berechnungsart € { vorwérts, rickwarts }

1. Initialisierung
Es=d, Vs= {S}
E:=¢, V:=({z}
Entfernungsmarken:
d(s) =0, d(j) = « fur alle Knotenj=s, VG(s) =0
d'(z) =0, d’(j) =« furalle Knotenj=z, NF(z)=0
Berechnungsart = vorwarts

2. Verarbeitung und Terminierung
If Berechnungsart = vorwarts Then (Vorwarts-Dijkstra-Schritt)
Begin

Waéhle eini € Vs mit d(i) = MIN {d(k): k € Vs }
Es:EsU{i}
Vs:Vs\{i}

Ifi € E; Then Stop (Abbruch)
Ifi ¢ E; Then flr alle Nachfolger j von i mitj ¢ Es Do
If d(j) > d(i) + dij Then

Begin
Setze d(j) = d(i) + dj
VG(j) =i
Vs = Vs U { j }
EndIf
Berechnungsart = rlickwarts
Goto 2
EndIf
If Berechnungsart = Riickwarts Then (Ruckwarts-Dijkstra-Schritt)
Begin
Wahle eini € Vz mit d’(i) = MIN {d'(k): k € Vz }
E:=E;u { i }
Vz=Vz\ { i }

If i € Es Then Stop (Abbruch)
If i ¢ Es Then fur alle Vorganger j von i mitj ¢ Ez Do
If d’(j) > dji+ d'(i) Then

Begin
Setze d'(j) = dji + d'(i)
NF(@) =i
V=V U { J }
EndIf
Berechnungsart = vorwarts
Goto 2

EndIf



Kirzeste Wege in Netzwerken 72

Der zweiseitige Dijkstra-Algorithmus terminiert, sobald ein Knoten k als endgiltig in beiden Knotenmengen Eg

und Ez markiert worden ist. Ein kilrzester Weg lasst sich aber noch nicht so einfach bestimmen wie im Fall des
einseitigen Dijkstra-Algorithmus, da der kiirzeste Weg nicht notwendiger Weise tiber den gemeinsam markierten
Knoten k verlaufen muss, wie das Beispiel im Anschluss zeigt. Zumindest lasst sich soviel sagen, dass ein
kirzester Weg aufgefunden werden kann, der vollstandig in den Mengen Knotenmengen Es und Ez der
endgultig markierten Knoten verlauft.

Wenn die beiden Mengen Es und Ez der endgultig markierten Knoten mit dem zweiseitigen Dijkstra-

Algorithmus konstruiert sind, lasst sich mit den in Eg bzw. in Ez verlaufenden bekannten kiirzesten Wegen P(i)
und P’(j) ein gemeinsamer kiirzester Weg von s nach z durch die kiirzeste Verbindung beider Teilwege P(i) und
P’(j) herstellen. Die Lénge des kiirzesten Wegs von s nach z bestimmt sich dann durch die Minimumoperation:

(2 MIN{L(P(i)) +dij + L(P’()):i € Es, j € Ez }

Die beiden kiirzesten Teilwege P(i) und P’(j), die das Minimum bestimmen, konstituieren den kiirzesten Weg
von s nach z und kdénnen aus dem Vorgangerfeld VG und dem Nachfolgerfeld NF konstruiert werden. Je
nachdem, ob das Minimum fiir i=j angenommen wird oder nicht, verl&uft der kiirzeste Weg ber den in beiden

Mengen Es und Ez gemeinsam als endglltig markierten Knoten oder nicht.

Um zu zeigen, dass sich die Lange des kiirzesten Wegs von s nach z Gber die Minimumbildung (2) bestimmt,
wird gezeigt, dass die Lange des Weges von s nach z, der sich aus den kurzesten Teilwegen P(k) und P'(k) Gber
den gemeinsam als endgultig markierten Knoten k zusammensetzt, eine untere Schranke fiir alle Wege von s
nach z darstellt, die mindestens einen Knoten g auRerhalb der Mengen Es und Ez der endgultig markierten
Knoten aufweisen (vgl. Abbildung 7.8 ). Die L&nge eines Weges Uber q ist nach den vorladufigen Marken gleich
d(q) +d’(q) = de(q) + d’e(q), wenn mit de die endgliltigen Marken bezeichnet werden, die entstehen, wenn der

den Vorwaérts-Dijkstra und der Rlckwarts-Dijkstra weiterliefen, bis alle Knoten endgiiltig markiert sind. Der
Knoten k ist beim Abbruch des zweiseitigen Dijkstra-Algorithmus als letzter Knoten als endgultig in beiden

Mengen Es und Ez markiert worden und besitzt daher nicht gréRere Marken als Knoten, die spéater als endgultig

markiert wiirden. Daher ist de(q) > d(k) und d’e(q) > d’(k), also de(q) + d’e(q) > d(k) + d’(k). Damit ist die Lénge
des Weges Uber k eine untere Schranke flr die Lange aller Wege uber q. Daher muss ein kiirzester Weg

vollstandig in beiden Mengen Es und Ez verlaufen und darf keine Knoten g aul3erhalb durchlaufen. Die Lénge
des kiirzesten Weges ist dann < d(k)+d’(k) und durch das Minimum (1) gegeben.

©

Abbildung 7.9
Der kirzeste Weg verlduft nicht unbedingt tiber den gemeinsam als endguiltig markierten Knoten k, wie das
folgende Beispiel zeigt. Der zweiseitige Dijkstra-Algorithmus terminiert dann, wenn der Knoten 3 als endgultig

in beiden Knotenmengen Es und Ez markiert worden ist. Der kiirzeste Weg verlauft jedoch nicht iber Knoten 3,
sondern Uber die Knoten 1 und 2:
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Abbildung 7.10

Abschlielend soll der zweiseitige Dijkstra-Algorithmus auf das Beispielnetzwerk aus Abbildung 7.1 angewendet
werden. WahIt man Knoten 1 als Startknoten (s=1) und Knoten 5 als Zielknoten (z=5), ergibt sich folgender
Ablauf:

1. Initialisierung

E=0 E, =0
Ve ={1}, V. = {5}
d(1)=0,d (2.5) =
d’(5)=0, d’(1..4) = 0
VG (1) =0, NF (5) =0

2. Verarbeitung und Terminierung

1. Vorwarts-Schritt
Wéhle aus Vs = {1} Knoten 1: i = 1
Es=0u{1}={1}, Vs ={1}\{1} =0
e 1 ¢ E;, Nachfolger von 1sind 2 und 3; 2,3 ¢ Es
j=2: d(2)>d (1) +dw2?
©0>0+2=2?—>ja
d(2):=2
VG (2)=1
Vs =g u {2} = {2}
j=3: d@B)>d (1) +dwz?
©0>0+14=14? >ja
d3) =14
VG (3)=1
Vs :={2} u {3} ={2,3}

1. Ruckwdrts-Schritt
Wéhle aus V, = {6} Knoten 5:i =5
E, .= U {5}={5}, V. :={6}\{5} =
5 ¢ Es, Vorgéanger von 5sind 2,3 und 4; 2,34 ¢ E,
j=20 @)>d’(5)+dxs?
0>0+22=227?>ja
d'(2) :=22
NF (2)=5
V=g u {2} = {2}
j=3 B)>d’(5)+dss?
©0>0+8=8?—>ja
d’3) =8
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NF (3)=5

V. ={2} u {3} ={2,3}
j=4: @ >d(B5)tdss?

©0>0+15=15? > ja

d’(4) =15

NF (4)=5

V. ={2,3} u {4} ={2,3,4}

2. Vorwarts-Schritt

Wihle aus Vs = {2,3} Knoten 2,dad (2)=2,d (3)=14:i=2
Es:={1} u {2} = {1,2}, Vs = {2,3}\{2} = {3}
2 ¢ E;, Nachfolger von 2 sind 3, 4 und 5; 3,4,5 ¢ Es
j=3: d@B)>d(2) +dx?

14>2+11=13?—>ja

d(3):=13

VG (3)=2

Vs = {3} U {3} = {3}
j=4 d@)>d(2)+du?

0>2+4=6? >ja

d@4):=6

VG (4)=2

Vs ={3} u {4} ={34}
j=5 d(B)>d(2)+dxs?

w>2+22=24? > ja

d(5):=24

VG (5)=2

Vs :={3,4} u {5} = {3,4,5}
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. Riickwarts-Schritt
Wahle aus V, = {2,3,4} Knoten 3,dad’(2)=22,d’(3)=8,d’(4)=15:1=3
E,:={5} u {3} ={3,5}, V. = {2,341\{3} = {2,4}
3 ¢ Es, Vorgénger von 3sind 1,2 und 4; 1,24 ¢ E,
j=1 &)>d’(3)+dws?
©0>8+14=227?—ja
d'(1) =22
NF (1) =3
V. :={24}yu {1} ={1,2,4}
j=2: ¢@)>d’(3)+dxs?
22>8+11=197? > ja
d’2):=19
NF (2) =3
V,:={1,2,4} u {2} = {1,2,4}
j=4 @ >dB)+dn?
15>8+6=14? > ja
d’4) =14
NF (4)=3
V,:={1,2,4} u {4} = {1,2,4}

o o o |

3. Vorwarts-Schritt
e Wihle aus Vs ={3,4,5} Knoten4,dad (3)=13,d(4)=6,d(5)=24:i=4

Es:={1,2} u {4} ={1,2,4}, Vs .= {3,4,51\{4} = {3,5}
4 ¢ E;, Nachfolger von 4 sind 3 und 5; 3,5 ¢ E;
j=3: d(B)>d(4) +ds?
13>6+6=12? > ja
d(3):=12
VG (3)=4
Vs :={3,5} u {3} = {3,5}
j=5: d(B)>d @) +dss?
24>6+15=217—>ja
d():=21
VG (5) =4
Vs = {3,5} u {5} = {3,5}

3. Ruckwarts-Schritt

e Wahle aus V, = {1,2,4} Knoten 4, dad’(1)=22,d’(2) =19, d’(4)=15:i=4
[ ]

[ ]

E,:= {3,5} o {4} = {31475}7 Vz = {1!2’4}\{4} = {1’2}
4 ¢ Es — Abbruch

Die folgenden Tabellen fassen die Entwicklung der einzelnen Variablen noch einmal zusammen. Anderungen
sind jeweils fett dargestellt.

d(1) d(2) d@3) d(4) d5) | VG(1) VG(R2) VGEB) VG@4)  VG(5) Vs Es
Initialisierung 0 © ® ® 0 0 1 %)
1. V-Schritt i=1, j=2 0 2 ® ® © 0 1 2 1
i=1, j=3 0 2 14 « © 0 1 1 2,3 1
2. V-Schritt i=2, j=3 0 2 13 0 0 1 2 3 1,2
i=2, j=4 0 2 13 6 o 0 1 2 2 34 1,2
i=2, j=5 0 2 13 6 24 0 1 2 2 2 |345 1,2
3. V-Schritt i=4, j=3 0 2 12 6 24 0 1 4 2 2 3,5 1,2,4
i=4, j=5 0 2 12 6 21 0 1 4 2 4 3,5 1,2,4
Tabelle 7.5: Zweiseitiger Dijkstra-Algorithmus im Beispielnetzwerk (\Vorwarts-Schritte)
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d(1)  d@  d@)  d@d) d(BG) | NF() NF(2) NF@B) NF@4) NF(5) V, E;
Initialisierung 0 0 © ®© 0 0 5 %)
1. R-Schritt i=5, j=2 0 22 0 0 0 5 0 2 5
i=5, j=3 0 22 8 0 0 5 5 0 2,3 5
i=5, j=4 0 22 8 15 0 5 5 5 0 2,34 5
2. R-Schritt i=3, j=1 22 22 8 15 0 3 5 5 5 0 12,4 35
i=3, j=2 22 19 8 15 0 3 3 5 5 0 12,4 35
i=3, j=4 22 19 8 14 0 3 3 5 3 0 12,4 3,5
3. R-Schritt i=4 22 19 8 15 0 3 3 5 5 0 1,2 3,4,5

Tabelle 7.6: Zweiseitiger Dijkstra-Algorithmus im Beispielnetzwerk (Ruckwérts-Schritte)

Damit ist der in der Menge E; verlaufende kiirzeste Teilweg durch den Weg 1-2-4 mit der Lange 6 und der in der
Menge E; verlaufende kiirzeste Teilweg durch den Weg 3-5 mit der Lange 8 gegeben. Der kiirzeste Weg von 3
nach 4 ist der Weg 3-4 mit der Lange 6. Damit ergibt sich als kiirzester Weg von 1 nach 5 der Weg 1-2-4-3-5 mit
einer Gesamtlange von 20.

Weiterfuhrende Literatur
Lysgaard Jens, A two-phase shortest path algorithm for networks with node coordinates, in: European Journal of
Operational Research, Heft 2/1995, S. 368-374
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dependent flow speeds, in: European Journal Of Operational Research, Heft 1/2000, S. 32-39



Die Konfiguration von Liefernetzwerken: Transport- und Zuordnungsmodelle 77

8 Die Konfiguration von Liefernetzwerken: Transport-
und Zuordnungsmodelle

8.1 Das Transportmodell

Mit dem Transportmodell werden Guterstréme in der Supply Chain modelliert, die von verschiedenen Anbietern
zu verschiedenen Nachfragern fuhren. Das Transportmodell 18sst sich damit in einem bipartiten Netzwerk
abbilden und in einer Tabelle, in der sich Anbieter und Nachfrager gegeniiberstehen, anschaulich 16sen. Das
Modell arbeitet mit spezifischen Kostensatzen pro transportierter Mengeneinheit, wahrend Fixkosten erst in
Standortmodellen einbezogen werden (vgl. Kapitel 9.7). Das Ziel des Modells besteht darin, die Mengenstrome
zwischen Anbietern und Nachfragern so zu verteilen, dass die Gesamtkosten des Transportes minimal werden.
Das Transportmodell erweist sich als ausgesprochen flexibel, da es auch verschiedene Lagerstufen aufnehmen
kann. So kann die Situation modelliert werden, dass alle Anbieter zunéchst an ein Zentrallager liefern und von
diesem aus die Nachfrager beliefert werden. Ebenso ist der Fall von mehreren Zwischenlagern modellierbar.
Man erkennt hieran, dass dieses Modell ein wichtiges Einsatzfeld in der Konfiguration von Supply Chains
besitzt, wie sie etwa in dem Modul APO (Advanced Planner and Optimizer) von SAP R/3 vorgenommen werden
kann.

Das Transportproblem wird in einem bipartiten Netzwerk modelliert mit Teilmengen der Knoten S = {1,2,...,ns},
welche die Anbieter représentieren, und T = {ns+1, ns+2,...,ns + nr} fir die Darstellung der Nachfrager, vgl.
Abbildung 8.1. Im Netzwerk bestehe fir jedes Knotenpaar k,i mitk € S, i €T die Kante (k,i). Die folgende
Abbildung gibt ein Beispiel fir ein Transportnetzwerk mit drei Anbietern (S) und 4 Nachfragern (T) , in dem
Kanten nur von S nach T verlaufen.

Anbieter (S) Nachfrager (T)

[1] 4

Abbildung 8.1: Ein Transportnetzwerk

Mit x; wird die Menge bezeichnet, die von Anbieter k zum Nachfrager i transportiert wird. Pro Mengeneinheit
fallen fur diesen Transport Kosten von cki an. Bei den Anbietern bestehen Kapazitatsbeschrankungen fir das
Angebot. Maximal ax Mengeneinheiten kann Anbieter k versenden, und Nachfrager i fragt die Menge bi nach, ax
> 0, bi > 0. Damit Nachfrage und Angebot ausgeglichen sind, wird Zax = Zb; gefordert. Im Falle des
Ungleichgewichts Zax = Zb; kann durch Einfiigen eines zusétzlichen, kiinstlichen Anbieters oder Nachfragers,
der die Differenz aufnimmt und zu Kostensétzen 0 die Transporte abwickelt, das Gleichgewicht wieder
hergestellt werden, ohne die Kosten der L&sung zu &ndern. Wir nehmen ci; > 0 fur alle Kostensatze an. Das
Transportproblem kann als folgendes Lineares Programm formuliert werden, bei dem die Zielfunktion die
Summe der Transportkosten minimiert:

(TP)  Min ) ciXy

keS,ieT

Die Zielfunktion wird unter folgenden Restriktionen minimiert:

1) > xq=a,.,keS

ieT
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2 D x,=b,ieT

keS
B)xi=>0,keS,ieT

Gefragt wird nach der Verteilung der Mengenstrome Xy, welche die Summe der Transportkosten minimieren.
Als Losungsverfahren hat sich eine zweistufige Vorgehensweise herausgebildet, bestehend aus der Bestimmung
einer Startldsung und einem Verfahren zur Verbesserung der Losung und der Bestimmung des Optimums.

Die Annahme von festen Kostensatzen, die nicht von der transportierten Menge abhéngen, erweist sich als ein
Kritikpunkt an dem Modell. Die MengengréRRen, die auf den einzelnen Kanten des Netzwerkes flieen sollen,
kénnen sich um Zehnerpotenzen unterscheiden. So ware es im Rahmen des Modells gleichgultig, ob ein Brief
von 20 Gramm oder eine Sendung von 2.000 Tonnen Uber eine Kante flieRt. Die in den Transportsystemen
vorherrschenden Economies of Scale kénnen mit diesem Modell also nicht abgebildet werden. Die folgende
Abbildung zeigt die Transportkosten auf beim Einsatz von einem oder mehreren 20 Tonnen Lkws in
Abhéngigkeit von der Auslastung der Lkws in Schritten von 20%. Hier wird deutlich, dass die Transportkosten
nicht unabhéngig von der Menge sind. Um die nicht-linearen Transportkosten der realen Welt einem linearen
Modell anzunéhern, ist demnach erforderlich, dass die Mengenangaben auf den Kanten von der gleichen
GroRenordnung sind.

Kosten pro Tonne als Funktion der LKW-Auslastung
LKW-Kapazitit 20 Tonnen, LKW-Tagessatz 1000€

300

250

200 -+

150 -+

Kosten pro Tonne

100

1 —’_H_H_H_H
0 t t t t t t t t t t t t t t t t t t t t t t t t

02040608 1 12141618 2 22242628 3 32343638 4 42444648 5

LKW Anzahl und LKW-Auslastung

Abbildung 8.2: Abhangigkeit der Transportkosten von der Transportmenge

8.2 Verfahren zur Bestimmung einer Startlésung

Die Verfahren zur Bestimmung einer Startlésung werden hier im Kontext des Simplexalgorithmus diskutiert, da
die Startlésung zugleich eine zuldssige Basisldsung darstellen soll. Die zul&ssige Basislosung lasst sich fur das
Transportmodell (und fur Netzwerkflussprobleme allgemein) als Baum veranschaulichen. Infolge dieser
Baumstruktur der Basis gestaltet sich der Simplexalgorithmus fiir das Transportmodell besonders einfach, da
bloss Additionen und Subtraktionen vorgenommen werden missen, aber Divisionen zur Tableau-Umformung
entfallen. Man spricht auch vom Netzwerk-Simplexalgorithmus. Wir geben ein allgemeines Verfahren an zur
Gewinnung einer zuléssigen Basisldsung und spezialisieren es dann in zwei Varianten:

e der Methode der aufsteigenden Kosten,
e der Methode des grofiten Bedauerns (Vogel’sche Approximationsmethode).

Das Verfahren zulassige Basislosung geht von dem Vektor der Angebotsmengen a = (ax) und dem Vektor der
Nachfragemengen b = (b;) aus und verteilt schrittweise die Transportmengen xy; auf die Kanten im Netzwerk.
Dabei werden noch freie Angebote und unbefriedigte Nachfragemengen fortgeschrieben. Wenn Angebote
ausgeschopft oder Nachfragen befriedigt sind, dann werden die Anbieter oder Nachfrager fur die nachfolgenden
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Operationen als gesperrt markiert. Zu beachten ist, dass auch Variable xix mit xi = 0 in die Basis aufgenommen
werden kdnnen.

Verfahren 8.1: Zulassige Basislésung

1. Initialisierung
Kein Anbieter oder Nachfrager ist gesperrt. Alle xxi = 0. Keine Variable ist in der Basis.

2. Verarbeitung und Terminierung
2.1. Wahle nach einem Kriterium einen nicht gesperrten Anbieter k und einen nicht gesperrten
Nachfrager i.
2.2.  Nehme x«iin die Basis auf und setze xxi= min( ax, bi).
2.3. Schreibe die freien Angebote und die unbefriedigte Nachfrage fort und unterscheide dabei 5

Falle:

2.3.1. Wenn ax < bi dann sperre Anbieter k, setze ax = 0 und setze bi = bi — ax.
Goto 2.1.

2.3.2. Wenn ax > bj, dann sperre Nachfrager i, setzte bi = 0 und setze ax = ak — bi.
Goto 2.1.

2.3.3. Wenn ax = bi und 2 oder mehr Anbieter sind nicht gesperrt, dann sperre Anbieter Kk,
setze ak = 0 und setze bi = 0. Goto 2.1.

2.3.4. Wenn ax = bi und nur ein Anbieter ist nicht gesperrt, aber 2 oder mehr Nachfrager sind
nicht gesperrt, dann sperre Nachfrager i, setze bi = 0 und setze ax = 0.
Goto 2.1.

2.3.5. Wenn ak = biund nur ein Anbieter ist nicht gesperrt und nur ein Nachfrager ist nicht
gesperrt, dann Stop.

Interpretation des Verfahrens zuléssige Basislosung:

Die Basisvariable xi in Schritt 2.2 ist wegen ax> 0 und b; > 0 nicht negativ und kann den Wert 0 annehmen, wird
aber weiterhin als Basisvariable behandelt. Das Verfahren ist beendet, wenn Fall 2.3.5 eintritt. In jedem
Durchlauf von Schritt 2.1 wird eine Basisvariable identifiziert, solange der Schritt nicht mit 2.3.5 endet. Daraus
folgt, dass die Zahl der Basisvariablen ns + nt — 1 betrégt. Da der Anbieter k oder Nachfrager i, dem in Schritt
2.2 eine Basisvariable zugeordnet wird, in den Schritten 2.3.1 bis 2.3.4 gesperrt wird, kann in spéteren Schritten
diesem Anbieter k oder Nachfrager i keine Basisvariable mehr zugeordnet werden. Damit ist in den
Basisvariablen kein Zyklus méglich. Die Zyklusfreiheit und die Zahl von ns + nt — 1 Kanten in dem von den
Basisvariablen gebildeten Teilnetzwerk hei3t aber nach den Ergebnissen von Kapitel 6, dass die Basisvariablen
einen Baum bilden, wie unten in Beispiel 1 im bipartiten Netzwerk visualisiert wird. Die Fallunterscheidung in
Schritt 2.3 ist so kompliziert, um eine Baumstruktur der Basisldsung zu gewéhrleisten. Das Verfahren zuléssige
Basislosung kann spezifiziert werden, indem in Schritt 2.1 das Auswahlkriterium genauer beschrieben wird.
Naheliegend ist es, das Auswahlkriterium mit den KostengréRen cii zu verbinden und Basisvariable xi; auf
Zellen (k,i) der Kostenmatrix mit den niedrigsten Kosten zu legen, was wir im folgenden mit zwei Kriterien
anhand der Methode der aufsteigenden Kosten und der Methode des gréf3ten Bedauerns darstellen werden:

Verfahren 8.1a: Methode der aufsteigenden Kosten

Wende das Verfahren zulassige Basislésung an, wobei in Schritt 2.1 Anbieter k und Nachfrager i
ausgesucht werden, so dass die Kosten c«i minimal sind unter allen nicht gesperrten Anbietern und
nicht gesperrten Nachfragern. Tritt das Kostenminimum mehrfach auf, wahle aus den in Frage
kommenden Anbieter-/Nachfragerkombinationen diejenige mit dem niedrigsten Indexwert k und dem
niedrigsten Indexwert i aus.

Beispiel 8.1

Gegeben sind 4 Anbieter und 4 Nachfrager mit den Kostendaten der Tabelle 8.1.
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Nachfrager —» | Minchen Hannover Frankfurt Kéln Angebot
Anbieter 5 6 7 8

Berlin 1 20 26 17 22 900
Nirnberg 2 40 27 25 35 1.700
Kassel 3 32 10 15 45 600
Hamburg 4 70 29 37 30 1.100
Nachfrage 1.300 1.000 800 1.200 4.300

Tabelle 8.1: Beispiel zum Transportmodell

Die Methode der aufsteigenden Kosten ergibt die in der folgenden Tabelle 8.2 dargestellten Schritte zur
Bestimmung einer Basislésung:

SchrittNr. | ¢y | vonknachi Biils Sperren | Kosten Cy*xq fortgesilknrieben fortgesghrieben

1 10 3 nach 6 600 Zeile 3 6.000 0 400

2 17 1nach7 800 Spalte 7 13.600 100 0

3 20 1nach5 100 Zeile 1 2.000 0 1.200

4 27 2 nach 6 400 Spalte 6 10.800 1.300 0

5 30 4 nach 8 1.100 Zeile 4 33.000 0 100

6 35 2 nach 8 100 Spalte 8 3.500 1.200 0

7 40 2 nach 5 1.200 Stop 48.000 0 0

Summe 4.300 116.900

Tabelle 8.2: Methode der aufsteigenden Kosten

Kritik an der von der Methode der aufsteigenden Kosten aufgefundenen Lésung: Im vorletzten letzten Schritt 6
wird die groRte Menge von 1.200 auf die teuerste Zelle mit 40 GE gelegt. Wir erkennen hier die Kurzsichtigkeit
des Greedy-Verfahrens der Methode der aufsteigenden Kosten. Auch ist an dieser Ldsung unbefriedigend, dass
in Schritt 3 lediglich 100 Mengeneinheiten auf die Zelle mit den drittkleinsten Kosten von 20 gelegt werden. Die
folgende Abbildung 8.3 veranschaulicht die aufgefundene Basislésung als einen Baum.

Anbieter (S) Nachfrager (T)

m 100 5

Abbildung 8.3: Baum der Basislésung mit den Mengenstromen
von Anbietern zu Nachfragern nach der Methode der aufsteigenden Kosten

1100

Die an der Methode der aufsteigenden Kosten aufgewiesene Kurzsichtigkeit vermeidet die Methode des gréRten
Bedauerns. Sie kombiniert das Kriterium des Kostenminimums mit dem Kriterium des gré3ten Bedauerns. Als
Bedauern eines Anbieters (Nachfragers) ist die Differenz zwischen dem zweitkleinsten Kostenwert Min2 in einer
Zeile (Spalte) und dem kleinsten Kostenwert Min1 der Zeile (Spalte) in der Kostenmatrix C=(ci;) fur jeden nicht
gesperrten Anbieter (Nachfrager) gemeint. Die Tabelle 8.3 zeigt die Berechnung des Bedauerns fur die Wahl der
ersten Basislosung flr das Beispiel 8.1 auf.
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Nachfrager — Minchen  Hannover Frankfurt Koln Angebot | Min1 Min2 | Bedauern =
Anbieter 5 6 7 8 Min2 - Minl
Berlin
20 26 17 22 900 17 20 3
1
Narmberg ) 40 27 25 35 1.700 25 27 2
Kassel
32 10 15 45 600 10 15 5
3
Hamburg 4 70 29 37 30 1.100 29 30 1
Nachfrage 1.300 1.000 800 1.200 4.300
Minl 20 10 15 22
Min2 32 26 17 30
Bedauern =
Min2 - Min1 12 16 2 8

Tabelle 8.3: Berechnung des Bedauerns flr die Wahl der ersten Basislésung

Wir erkennen das gréfite Bedauern von 16 Einheiten in Spalte 6. Das Kostenminimum von 10 tritt in Spalte 6 bei
Anbieter 3 auf. In diese Zelle wird dann die Basisvariable gelegt, d.h. x3s = min(600, 1000) = 600 gesetzt. Der
Sinn dieser Auswahlregel liegt darin, dass fir Spalte 6 jede andere Belegung der Basis als mit Lieferant 3 die
Kosten pro Mengeneinheit um mindestens 16 GE ansteigen lieRe. Wirde also Zelle (3,6) in Spalte 6 verfehlt, so
entstanden die als Bedauern bezeichneten Zusatzkosten (Opportunitétskosten). Im Prinzip entstehen bei jedem
Kostenminimum Zusatzkosten bei alternativer Wahl. Man wahlt doch das Kostenminimum mit dem groRten
Bedauern aus, um die hdchsten Zusatzkosten fir die Losung auszuschlieRen. Nach der Auswahl der
Basisvariablen sind die Werte flir das Bedauern neu zu berechnen, da durch die Einrichtung einer Basisvariablen
ein Anbieter oder Nachfrager gesperrt wird.

Verfahren 8.1b: Methode des gréBRten Bedauerns

Wende das Verfahren zulassige Basislosung an mit folgender Spezifizierung von Schritt 2.1:

2.1.1. Berechne das Bedauern flir jeden nicht gesperrten Anbieter und jeden nicht gesperrten
Nachfrager.

2.1.2. Suche den Anbieter k oder den Nachfrager i aus mit dem gréf3ten Bedauern. Tritt das grof3te
Bedauern mehrfach auf, wahle den Anbieter bzw. Nachfrager mit dem kleinsten Index. In der
entsprechenden Zeile k oder Spalte i der Kostenmatrix wird das Kostenminimum cki unter allen
nicht gesperrten Anbietern und nicht gesperrten Nachfragern aufgesucht.

Wenn man die Methode des grofiten Bedauerns auf das Beispiel 8.1 anwendet, so erhalten wir folgende, in der
Tabelle 8.4 dokumentierten Schritte. Die Abbildung 8.4 visualisiert die Basislosung als einen Baum.

Schritt Nr.| ¢ [vonk nach i Bizls Sperren |Kosten cy*Xi fortgesg;rieben fortgesglhrieben
1 10 | 3nach6 600 | Zeile 3 6.000 0 400
2 20 | 1nach5 900 | Zeilel 18.000 0 400
3 40 | 2nach5 400 |Spalte5| 16.000 1.300 0
4 25| 2nach?7 800 |[Spalte 7| 20.000 500 0
5 27 | 2nach6 400 |Spalte 6| 10.800 100 0
6 30 | 4nach8 1.100 | Zeile 4 33.000 0 100
7 35| 2nach8 100 Stop 3.500 0 0
Summe 4.300 107.300

Tabelle 8.4: Methode des gréfiten Bedauerns
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Anbieter (S) Nachfrager (T)

@ 900 5

400

Abbildung 8.4: Baum der Basislésung nach der Methode des gréfiten Bedauerns

Vergleich beider Methoden — Diskussion

Wir erkennen, dass wir mit der Methode des gréfiten Bedauerns eine um 9600 GE verbesserte Basisldésung
erhalten gegentiber der Methode der aufsteigenden Kosten. Wéhrend bei der Methode der aufsteigenden Kosten
bei jedem Schritt die Kostensatze ansteigen, ist dieser Anstieg bei der Methode des grofiten Bedauerns nicht zu
beobachten. In Schritt 3 wird der groRte in die Basis aufgenommene Kostensatz von 40 belegt, aber im
Unterschied zur Methode der aufsteigenden Kosten blo mit 400 Mengeneinheiten. Auch wird bei der Methode
des groRten Bedauerns der Kostensatz von 20 mit 900 Mengeneinheiten belegt anstelle von blof3 100
Mengeneinheiten bei der Methode der aufsteigenden Kosten. Zwar fiihrt die Methode des groRten Bedauerns in
vielen Féllen zu besseren Ergebnissen als die Methode der aufsteigenden Kosten. Zu beachten ist aber, dass auch
Datenkonstellationen vorliegen kénnen, in denen die Methode der aufsteigenden Kosten tiberlegen ist. Die
folgenden Tabelle 8.5 und Tabelle 8.6 geben hierfiir ein Beispiel.

Beispiel 8.2
Nicnhgir ager 4 5 6 7 8 9 Angebot
1 6 57 11 8 o1 63 5.000
2 23 66 84 57 68 40 10.000
3 65 57 21 7 o1 74 3.000
Nachfrage | 1.000 _ 6.000 _ 2.100 _ 2.900 _ 3.000 _ 3.000 | 18.000

Tabelle 8.5: Daten fur ein Transportproblem

Die folgenden Tabellen dokumentieren die Schritte bei beiden Methoden. Wir erkennen an der Ldsung der
Methode des gréBRten Bedauerns die um 8.000 GE héheren Gesamtkosten von 759.400 GE gegeniber 751.400
GE bei der Methode der aufsteigenden Kosten.

SchrittNr. | ¢ | vonknachi Bizls Sperren | Kosten ci*xi fortgesi;rieben fortgesct:)hrieben
1 6 1 nach 4 1.000 Spalte 4 6.000 4.000 0
2 7 3 nach 7 2.900 Spalte 7 20.300 100 0
3 11 1nach 6 2.100 Spalte 6 23.100 1.900 0
4 40 2 nach 9 3.000 Spalte 9 120.000 7.000 0
5 57 lnach5 1.900 Zeile 1 108.300 0 4.100
6 57 3 nach 5 100 Zeile 3 5.700 0 4.000
7 66 2 nach 5 4.000 Spalte 5 264.000 3.000 0
8 68 2 nach 8 3.000 Stop 204.000 0 0
Summe 18.000 751.400

Tabelle 8.6: Methode der aufsteigenden Kosten in Beispiel 8.2
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SchrittNr. | cq | vonknachi B?(?S Sperren | Kosten ¢y fortgesi;rieben fortgesshrieben
1 68 2 nach 8 3.000 Spalte 8 204.000 7.000 0
2 40 2nach 9 3.000 Spalte 9 120.000 4.000 0
3 23 2 nach 4 1.000 Spalte 4 23.000 3.000 0
4 7 3 nach7 2.900 Spalte 7 20.300 100 0
5 11 1lnach6 2.100 Spalte 6 23.100 2.900 0
6 57 1nach5 2.900 Zeile 1 165.300 0 3.100
7 57 3 nach 5 100 Zeile 3 5.700 0 3.000
8 66 2 nach 5 3.000 Stop 198.000 0 0
Summe 18.000 759.400

Tabelle 8.7: Methode des groten Bedauerns in Beispiel 8.2

8.3 Die Modi-Methode zur Lésung des Transportmodells

Zur optimalen Losung des Transportmodells wurde die als Modi-Methode bekannte, speziell angepasste Version
des Simplex-Algorithmus entwickelt. Das Lésungsverfahren flr das Transportmodell geht so vor, dass zum
Primalproblem zusétzlich ein zugehoriges Dualproblem formuliert wird und aus den Informationen der
Dualvariablen der Simplex-Austauschschritt gesteuert wird. Wenn wir im Linearen Programm (TP) des
Transportproblems die Nebenbedingung (1) den Dualvariablen ux und die Nebenbedingungen (2) den
Dualvariablen v; zuordnen, sieht das Dualprogramm wie folgt aus:

(DTM) Max > u, +> v,

keS ieT

unter den Restriktionen:

(1) uk+ vi <cii, keS, ieT
(2) u, vireellwertig , keS, ieT

Interessant ist die Formulierung des Dualprogramms deswegen, weil man von den Dualvariablen auf einfache
Weise Informationen (iber den Basisaustauschschritt des Primalprogramms gewinnen kann. Dieses wird im
folgenden gezeigt. Aus der Dualitatstheorie ist bekannt, dass eine zuldssige Losung x des Primalprogramms und
eine zuléssige Losung (u, v) des Dualprogramms dann optimal sind, wenn folgende Bedingungen des
komplementéaren Schlupfs (KS) gelten:

(KS1) Wenn xii > 0, dann ist ug + vi = Cki, KeS, ieT
(KS2) Wenn uk + Vi < ¢y, dannist i =0, keS, ieT

Die Erflllung von (KS1) wird herbeigefuhrt, indem zu einer zuldssigen Basislésung x die Dualvariablen (u,v)
berechnet werden, welche den Bedingungen (KS1) geniigen. Infolge der Baumstruktur der Basis l&sst sich zu
einer gegeben zuléssigen Basislésung x leicht eine derartige Duallésung (u,v) bestimmen. Diese Duallésung ist
jedoch solange nicht zuldssig, wie x nicht optimal ist. Die Differenz cyi - ux - vi stellt die reduzierten Kosten dar
und gibt die Gewinnénderung an, die bei Aufnahme von X in die Basis pro auf der Kante (k,i) transportierter
Mengeneinheit entsteht.

Das Modi-Verfahren erzeugt, beginnend mit einer Startlosung, eine Folge von Basisldsungen x, x?, ... und eine
Folge von zugehérigen Dualvariablen (u,v)?, (u,v)?,..., bis das Optimum erreicht ist. Wenn die zu einer
Basislosung gehdrigen Dualvariablen nicht zuléssig sind, also ux + vi < cki , keS, ieT nicht zutrifft, gibt es ein
Indexpaar (r,s) mit

Ur+ Vs > Crs. Da nicht uy + vs = crs gilt, ist Xis nicht in der Basis. In einem Basisaustauschschritt wird s in die
Basis aufgenommen und die zur neuen Basis gehérigen Dualvariablen berechnet. Wenn (u,v) zul&ssig wird, dann
ist auch (KS2) erfillt, da nach der Konstruktion der Dualldsung fur Indexpaare (k,i) mit ux + vi < ci; gilt, dass Xi
nicht in der Basis ist, also Xk = 0.

Zur Bestimmung einer zur zuldssigen Basisldsung x gehorigen Duallésung (u,v) gehen wir wie folgt vor: Wir
setzen u; = 0. Fir jedes Blatt des Baumes betrachten wir dann den Weg, der vom Blatt zum Knoten 1 fihrt und
I6sen auf diesem Weg schrittweise das Gleichungssystem ux + vi = ¢k, beginnend mit dem Vorgéanger von 1 auf
dem Weg. Da die Basis als Baumstruktur vorliegt, ist das Gleichungssystem mit der VVorgabe u; = 0 eindeutig
I6sbar.
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Beispiel 8.3: Beispiel zur Gewinnung der Dualvariablen

Wir betrachten die nach der Methode der aufsteigenden Kosten gewonnene Basislésung von Beispiel 8.1. Die
folgende Abbildung 8.5 zeigt den Baum der Basis mit den Transportkosten ci; auf den Basiskanten auf:

Anbieter (S) Nachfrager (T)
’I} 20 5
@ 27 6

10 17
@ 30 8

Abbildung 8.5: Basislosung mit Kosten auf den Kanten

Der Baum hat drei Blatter: Knoten 3, 4 und 7.
l.u= 0
2. Blatt 3, Weg von 3 nach 1: 3,6,2,5,1:
21.ul=0
2.2. Basis X1s5, Uy + V5 = €15 = 20, also vs = 20
2.3. Basis Xzs5, U2 + V5 = Cp5 = 40, also u, = 20
2.4. Basis X6, U + Vg = Cos = 27, alsO Ve = 7
2.5. Basis Xz, Us + Vg = C36 = 10, also uz = 3
3. Blatt 7, Weg von 7 nach 1. 7,1:
3.1 Basis Xi17, U1 + V7 = C17 =17, also vz = 17
4. Blatt 4, Weg von 4 nach 1: 4,8,2,5,1. Nur noch die Knoten 8 und 4 sind zu berechnen:
4.1. Basis Xog, Uz + Vg = C2g = 35, also vg = 15
4.2. Basis Xus, Us + Vg = C48 = 30, also us = 15

Die Basislosung wére optimal, wenn (u,v) zulassig wére, d.h. ux+ v; <ck, keS, ieT gelten wiirde. Wir sehen
aber, dass U + v7 =20 + 17 = 37 > 25 = ¢y ist (vgl. Tabelle 8.1). Im Modi-Verfahren wird eine dieser Kanten
(r,s) mit ur + vs > crsin die Basis aufgenommen, um die Lésung zu verbessern. Wenn wir (2,7) in die Basis
aufnehmen, so erhalten wir folgende Darstellung der Basisvariablen im Netzwerk:

Anbieter (S) Nachfrager (T)

’E 100 5

Abbildung 8.6: Basis-Zyklus bei Aufnahme der neuen Kante (2,7) in die Basis.
Auf den Kanten stehen Mengenangaben.

1100
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Durch das Einfligen der Kante X7 ist in dem Baum der Zyklus 2,7,1,5,2 entstanden. Werden in diesem Zyklus
Mengen in der im folgenden dargestellten Weise verschoben, so sinken die gesamten Transportkosten. Auf den
Vorwadrtspfeilen im Zyklus wird die Transportmenge um eine Einheit erhoht, auf den Riickwartspfeilen um eine
Einheit vermindert. Die Anderung der Transportkosten bei Anderung der Transportmengen im Zyklus wird in
folgender Tabelle zusammengefasst:

Anderung der Anderung der
von | nach
Transportmenge Transportkosten
2 7 +1 Cp7 = 25
1 7 -1 -C17 = -17
1 5 +1 Ci5 = 20
2 5 -1 -Cxs = -40

Tabelle 8.8: Anderung der Transportkosten bei Anderung
der Transportmengen im Zyklus um eine Einheit

Der Nettoeffekt dieser Transportmengeninderung betragt 25-17+20-40 = -12 GE pro Anderung einer
Mengeneinheit im Zyklus. Um 12 Geldeinheiten sinken damit die Transportkosten, wenn X7 in die Basis mit X27
= 1 aufgenommen wird und die Mengen auf den anderen Pfeilen wie angegeben geandert werden. Die
Verminderung der Transportmenge auf den Ruckwaértspfeilen kann aber nur so weit gehen, wie die Zuldssigkeit
der L&ésung erhalten bliebt. In der Basis sind die beiden Zyklus-Rickwartspfeile x17 = 800 und x25 = 1.200. Wir
kdnnen damit um maximal 800 ME im Zyklus Mengen verschieben. Werden 800 ME gewadhlt, so wird x17 =0
und verlésst die Basis. Die Basisvariablen im Zyklus erhalten bei Verschiebung von 800 ME die folgenden
Werte: X27 = 800, X15 = 900, X25 = 400, x17 = 0 und verlasst die Basis. Alle tbrigen Basisvariablen bleiben
unverandert. Die Gesamtkosten von 116.900 GE der alten Basislosung sinken um 800*12 = 9.600 GE auf
107.300 GE bei der neuen Basislésung. Wir erkennen, dass die neue Basis die gleiche Losung darstellt, wie sie
mit dem Verfahren des groRten Bedauerns oben im Beispiel 1 erzielt wurde (vgl. Abbildung 8.4, Tabelle 8.4).
Die Berechnung der Dualvariablen zur neuen Basis ergibt u = (0,20,3,15) und v = (20,7,5,15). (u,v) sind
zuldssig, und damit ist die aufgefundene Ldsung optimal.

Das Verfahren Basistausch beschreibt die allgemeine Vorgehensweise des Basistausches im Modi-Verfahren:
Verfahren 8.2: Basistausch

Identifiziere eine Kante (r,s) mit ur+ vs > Crs .

Xrs wird in die Basis aufgenommen und der entstehende Zyklus identifiziert.
Bestimme Min_Z = Minimum aller Basisvariablen auf den Zyklus-Ruckwartspfeilen.
Die Werte fir die Basisvariablen im Zyklus werden wie folgt festgesetzt:

o Fur Vorwartspfeile xki wird x«i = Xk + Min_Z gesetzt.

o Fir Ruckwartspfeile xxi wird Xk = X«i - Min_Z gesetzt.

Eine Basisvariable mit dem Rickwartspfeil xxi = O verlasst die Basis.

Alle anderen Basisvariablen bleiben ungeandert.

e

ou

Im Schritt 1 des Verfahrens Basistausch wird eine Kante (r,s) ausgewahlt, die in die Basis aufgenommen werden
soll. Hier kénnen die im Simplex-Verfahren blichen Auswahlkriterien angewandt werden: Die Kante mit den
groRten reduzierten Kosten, die Kanten mit den niedrigsten Indexwerten (r,s), eine zuféllige Wahl, etc. Mit dem
Modi-Verfahren wird das Lésungsverfahren flr das Transportmodell zusammengefasst:

Verfahren 8.3: Modi-Verfahren

1. Initialisierung
Bestimme eine zuléssige Basisldsung x und berechne die zugehdérigen Dualvariablen (u,v).

2. Verarbeitung und Terminierung
2.1. Wenn die Dualvariablen zulassig sind, dann Stop. x ist optimal.
2.2.  Wenn die Dualvariablen nicht zulassig sind, dann bestimme mit dem Verfahren Basistausch
eine neue Basis x.
2.3. Berechne die zu x gehdrigen Dualvariablen. Goto 2.1.
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8.4 Die Konfiguration von Supply Chains in hierarchischen
Distributionssystemen

Das Transportmodell in seiner Standardform lasst sich auf verschiedene Félle der Konfiguration von Supply
Chains erweitern. Ein oder mehrere Zentrallager kdnnen in die Lieferkette zwischen Anbietern und Nachfragern
eingeschaltet werden. Des weiteren konnen unterhalb der Zentrallagerstufe verschiedene Regionallager
eingerichtet werden. Damit ist es mdglich, die fur die Konsumgterverteilung typischen, hierarchischen
Distributionssysteme mit dem Transportmodell abzubilden. Entscheidend dabei ist, dass die gleichen Methoden
zur Bestimmung der kostenminimalen Guterflisse im erweiterten Modell eingesetzt werden kénnen. Diese
Ubertragung der Methoden vom Transportmodell in seiner Standardform auf das erweiterte Modell soll hier
vorgestellt werden.

Wir betrachten zun&chst die Einfiihrung der Zentrallagerstufe und richten zwei Zentrallager Z; und Z; ein. Die
gesamten Guterstrome der Anbieter laufen zunéchst in die Zentrallager. Dort werden die Waren
zwischengelagert und nach Bedarf von den Nachfragern abgerufen. Damit besitzen die Zentrallager eine
Doppelfunktion als Nachfrager und als Anbieter. Die Abbildung 8.7 visualisiert diesen Fall.

Anbieter (S) Nachfrager (T)

@ @ ©

Abbildung 8.7: Einflihrung von zwei Zentrallagern im Transportmodell

Um die Aufnahme der Zentrallagerstufe in das Transportmodell zu ermdglichen, werden die Zentrallager Z; und
Z; in ihrer Doppelfunktion einmal als Nachfrager und einmal als Anbieter im Transportmodell geftihrt mit einer
Nachfrage- und Anbietermenge c1 > 0 bzw. ¢; > 0. Damit die Zentrallager das gesamte Angebot der Anbieter
aufnehmen konnen, ist ¢1 + ¢, = Za; zu setzen. Die Grof3en ¢1 und c; kénnen als Kapazitat des jeweiligen Lagers
verstanden werden. Wie die Kapazititen gewahlt werden sollen, wird unten erldutert. Die Kostensatze fir die
Lieferungen zum und vom Zentrallager sind festzulegen. Als Kostensétze cyi fiir theoretisch mdgliche
Lieferungen zwischen Zentrallagern werden zunéchst cyi = 0 festgesetzt. Um direkte Lieferungen zwischen
Anbietern zu Nachfragern unter Umgehung der Zentrallagerstufe auszuschlief3en, werden die Kostensétze auf
den Relationen k—i, keS, ieT, mit hohen Zusatz-Strafkosten versehen, indem auf alle Originalkostensétze ci;
der direkten Relationen eine hinreichend groRe Konstante C addiert wird, etwa C = 100*max{cxi}. Die Addition
dieser Konstante lasst die Rangreihe der Kostensatze der direkten Relationen unveréndert, was fiir die
nachfolgenden Argumentationen von Bedeutung ist. Der Aufbau der Kostenmatrix bei Einfiihrung von zwei
Zentrallagern sieht dann wie folgt aus:
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Abbildung 8.8: Struktur der Kostenmatrix bei zwei Zentrallagern

In der Kostenmatrix wird mit den gekreuzten Bereichen der Aufschlag der Strafkosten C auf die Original-
Kostensétze c; dargestellt. Insbesondere werden Lieferungen innerhalb der Zentrallagerstufe bestraft und damit
zundchst ausgeschlossen. Auf die hier dargestellte Kostenmatrix lassen sich alle oben entwickelten Methoden
zur Lésung des Transportproblems anwenden.

Fur die Wahl der Kapazitaten c1 und c, der Zentrallager ist das Ziel entscheidend, das mit der Konfiguration von
Supply Chains verfolgt wird:

1.

Fur eine erste Analyse der Lenkungswirkung der Transportkosten sollten ¢i=Xa; und c,=Xa; gesetzt
werden. Dann gehen von den Zentrallagerstufen keine Kapazitatsengpasse aus. Bei der Anwendung der
Methoden zur Losung des Transportproblems sollen hier Lieferungen zwischen den Zentrallagern
zugelassen werden. Als Ergebnis der Optimierung erhdlt man Mengenstrome (ber die
Zentrallagerstufen, die alleine von den Kostensatzen der Relationen zu den Zentrallagern und von den
Zentrallagern bestimmt werden. Damit ist auch die Mdglichkeit eingeschlossen, dass alle Lieferungen
nur Uber ein Zentrallager laufen, wahrend das zweite Zentrallager keinen Umschlag erhélt. Wenn in der
Losung Lieferungen zwischen den Zentrallagern auftreten, so ist zu priifen, ob diese erwiinscht sind
oder durch Lieferungen von den Anbietern zu ersetzen sind.

Wenn die Wirkung von begrenzten Kapazititen auf der Zentrallagerstufe studiert werden soll, kann
zundchst ein Zentrallager, etwa Z, die maximale Kapazitat c;=Xa; zugewiesen bekommen, wahrend Z;
eine kleinere Kapazitat erhdlt: c,<XZa;. An dieser Konfiguration kann nun nach der Optimierung die
Verteilung der Mengenstrome auf die Zentrallager abgelesen und aufgewiesen werden, ob Z, Uiberhaupt
bis zur Kapazitat c, ausgelastet wird.

Der Fall, dass beide Zentrallager mit ihren Kapazititen unterhalb der Angebotsmenge liegen, c¢: < XZa;,
C2 < Xa; , aber die Summe c; + ¢, > Xa; erfillt, bedeutet, dass die Zentrallagerstufe eine ausreichende
Kapazitat in der Summe besitzt, um alle Lieferungen von den Anbietern zu den Nachfragern ber die
Zentrallagerstufe abzuwickeln. Wegen der hohen Strafkosten sind Direktlieferungen unwirtschaftlich.
Fir den Fall, dass nur ein Teil der Lieferungen Uber die Zentrallager abgewickelt werden soll, die
restlichen Lieferungen aber direkt zu den Nachfragern gelangen sollen, kann die Kapazitat der
Zentrallager entsprechend herabgesetzt werden, d.h. c; + ¢, < Za; (vgl. Beispiel 8.4). Als Losung ergibt
sich die kostenginstigste Verteilung aller Transporte ber die Zentrallagerstufe, bis deren Kapazitat
erschopft ist, und aller Direktbelieferungen der tibrigen Nachfrager. Da die Bestrafung der Kostensétze
mit der Konstanten C nicht deren Rangreihe &ndert, werden die kostenminimalen Direktrelationen
ausgewahlt. Um schlieBlich die Kosten der L&sung zu ermitteln, missen die Direkttransporte zwischen
Anbietern und Nachfragern aber mit den Originalkostensatzen cy; bewertet werden.

Auch der Fall eines einzigen Zentrallagers mit der Kapazitat ¢ kann modelliert werden. Wenn ¢ = Xa;,
ergibt sich kein Optimierungsproblem, da alle Mengenstréme von den Anbietern tber das Zentrallager
zu den Nachfragern flieRen. Anders ist der Fall ¢ < Za;. Hier ergibt sich, ahnlich wie im Fall 4 oben, als
Losung die kostengunstigste Verteilung aller Transporte Uber das Zentrallager, bis dessen Kapazitét
erschopft ist, und aller Direktbelieferungen der (brigen Nachfrager. Wie im Fall 4 missen die
Direkttransporte zwischen Anbietern und Nachfragern aber mit den Originalkostenséatzen cii bewertet
werden, um schlieflich die Kosten der Lésung zu ermitteln.

Wir behandeln nun den Fall, dass zusatzlich zur Zentrallagerstufe noch eine Ebene fuir Regionallager in das
Transportmodell eingebracht wird. Die Abbildung 8.9 visualisiert die Konfiguration mit zwei Zentrallagern und
vier Regionallagern. Um diese Art von Konfigurationen im Transportmodell abzubilden, sind sowohl die
Zentrallager als auch die Regionallager zugleich als Anbieter und als Nachfrager in die Kostenmatrix
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einzufiigen. Hierzu sind die Lagerkapazitaten cq fur das Zentrallager und die Lagerkapazitaten dp fur die
Regionallager gemdl der Diskussion oben zu bestimmen, g = 1,2 und p = 1,..,4. Sie kdnnen zundchst auf Xcq =
Ya;und Xd, = Za; festgesetzt werden. Als Kosten flr theoretisch mdgliche Lieferungen unter den Zentrallagern
bzw. unter den Regionallagern sind zunéchst cy; = 0 festzusetzen. Die Abbildung 8.10 zeigt die Struktur der
Kostenmatrix auf fiir die in Abbildung 8.9 dargestellte Konfiguration mit zwei Zentral- und vier Regionallagern.
In den gekreuzten Bereichen werden Austauschbeziehungen durch hohe Zusatz-Strafkosten C unterbunden. Der
Fall, dass auf einer Lagerstufe (zentral oder regional) die Summe der Kapazitaten unter Xa; sinkt, wird analog
zum oben dargestellten Diskussion ohne Regionallager behandelt.

Nachfrager (T)

Anbieter (S)
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Abbildung 8.9: Ein Distributionssystem mit zwei Zentrallagern und vier Regionallagern
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Abbildung 8.10: Struktur der Kostenmatrix bei zwei Zentrallagern und vier Regionallagern
Beispiel 8.4

Zur Verdeutlichung der oben dargestellten Zusammenhénge betrachten wir folgendes Beispiel mit drei
Anbietern, drei Nachfragern und zwei Zentrallagern. Die Zentrallagerkapazitaten (500 bei Z; und 1.000 bei Z5)
reichen nicht aus, um das gesamte Angebot aufzunehmen und die gesamte Nachfrage zu befriedigen, so dass
zusétzlich Direkttransporte notwendig werden. Tabelle 8.9 zeigt die Ausgangsdaten, wobei die Kostensatze c;,
k=1..3, i=4..6, der direkten Relationen mit Zusatz-Strafkosten in Hohe von C=1.000 versehen wurden. Tabelle
8.10 und Abbildung 8.11 zeigen die L&sung nach der Methode der aufsteigenden Kosten.
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NaACthir;gefi” 4 5 6 Z Z Angebot
1 1013  1.008  1.027 12 11 600
2 1.010 1.018 1017 6 2 400
3 1.005  1.009  1.024 5 17 1.000
Z 15 10 8 1.000  1.000 500
Z 4 13 7 1.000  1.000 1.000
Nachfrage 800 900 300 500 1.000

Tabelle 8.9: Daten fir ein Transportproblem mit zwei Zentrallagern

. . Original- a bi
SchrittNr. | cq | vonknachi | Menge Sperren Kogsten fortgesc;rieben fortgeschrieben
1 2 2 nach Z; 400 Zeile 2 800 0 600
2 4 Z, nach 4 800 Spalte 4 3.200 200 0
3 5 3 nach Z; 500 Spalte Z; 2.500 500 0
4 7 Z, nach 6 200 Zeile Z, 1.400 0 100
5 8 Zinach 6 100 Spalte 6 800 400 0
6 10 Zinach5 400 Zeile Z, 4.000 0 500
7 11 1 nach Z, 600 Zeile 1 6.600 0 0
8 17 3 nach Z; 0 Spalte Z, 0 500 0
9 1.009 3nach5 500 Z2.3/Sp.5 4.500 0 0
Summe 23.800

Tabelle 8.10: Losung des Transportproblems nach der Methode der aufsteigenden Kosten

Anbieter (S) Nachfrager (T)
800

Abbildung 8.11: Basis-Ldsung des Transportproblems mit zwei Zentrallagern und Direktbelieferungen
nach der Methode der aufsteigenden Kosten

8.5 Das Zuordnungsproblem

Beim Zuordnungsproblem geht es darum, kostenminimale Zuordnungen in einem bipartiten Netzwerk
aufzufinden. Diese Problemstellung tritt hdufig bei der Crew-Einsatzplanung in Verkehrssystemen, wie etwa
Bus- und Bahnsystemen oder in Flugzeugnetzwerken auf. Bei den Flugzeugnetzwerken ist die Problemstellung,
den weltweit umlaufenden Flugzeugen die Besatzungen kostenminimal zuzuordnen und dabei auch die
gesetzlichen (Dienstzeitverordnung) und tarifvertraglich festgelegten Ruhe- und Erholungszeiten fir die
Besatzung einzuhalten. Steht eine Besatzung nach der Beendigung einer Ruhe- und Erholungszeit fiir einen
neuen Flug bereit, so ist die Mannschaft einer Flugverbindung zuzuordnen, welche die Zuordnungskosten
minimiert. Unter Zuordnungskosten kann man sich den Transport der Besatzung vom Hotel zum Abflughafen
des Flugzeuges vorstellen, der auch unter Umstanden in einer anderen Stadt als das Hotel liegen kann, so dass
erhebliche Transportkosten zusétzlich entstehen. Ferner driicken sich Zuordnungskosten darin aus, wenn die
Besatzung in dem Hotel einen oder mehrere Wartetage verbringen muss, bevor sie einem Flug zugeordnet
werden kann.
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Abbildung 8.12: Crew-Einsatzplanung im Raum-Zeit-Diagramm

Das Zuordnungsproblem dient nicht allein der Modellierung von Logistik-Netzwerken, sondern tritt z.B. auch
als eine mit dem Aufwand von O(n%) schnell berechenbare Subroutine bei der Bestimmung von unteren
Schranken flr das Travelling Salesman Problem auf (vgl. Kapitel 12).

Das Zuordnungsproblem l&sst sich am Beispiel der Crew-Einsatzplanung formal wie folgt beschreiben: Wir
fiihren Bindrvariable xy ein, die gleich 1 sind, wenn Crew k dem Flug i zugeordnet wird. Die Kosten der
Zuordnung von k nach i betragen cyi. Das Zuordnungsproblem wird wie das Transportproblem in einem
bipartiten Netzwerk modelliert mit Teilmengen der Knoten S = { 1,2,...,ns }, welche die Crews reprasentieren,
und T = { nst1, ns+2,..., ns+tnt } flr die Darstellung der Flige. Im Netzwerk bestehe fir jedes Knotenpaar k,i mit
k € S,i e T die Kante (k,i). Fiir das Zuordnungsproblem wird gefordert, dass sich gleich viele Crews wie Flige
gegenlberstehen, also ns = nr.

(2) Min chixki

keS,ieT

unter den Bedingungen:

(1) D xi=lieT

keS

2 D x;=1keS
ieT

(3) in=0,1,k€S,i€T

(38.) Xi>0,keS,ieT

Die Zielfunktion driickt die Minimierung der Zuordnungskosten aus. Die Bedingungen (1) stellen sicher, dass
jeder Flug i genau eine Crew zugeordnet erhélt, wie auch umgekehrt die Bedingungen (2) besagen, dass jede
Crew k genau einem Flug zugeordnet wird. Die Bedingungen (3), dass die Variablen x,; 0-1-Variablen sind,
kodnnen zu (3a) relaxiert werden, da das relaxierte Problem stets optimale Ldsungen flir Werte von xii mit 0 oder
1 annimmt. Wir nehmen fur die Kostengrof3en cii > 0 an. Andernfalls wird eine hinreichend grofe Konstante zu
Cii addiert.

8.6 Heuristiken zur L6sung des Zuordnungsproblems

Vergleicht man das Zuordnungsproblem mit dem Transportproblem, so erscheint das Zuordnungsproblem als ein
Spezialfall des Transportproblems mit ax=1 und bi=1. Die oben zur L&sung des Transportmodells entwickelten
Heuristiken kdnnen daher unmittelbar auf das Zuordnungsproblem ubertragen werden. Die Anwendung ist hier
einfacher, weil pro Schritt eine Spalte und eine Zeile der Kostenmatrix zugleich gesperrt wird. In der
quadratischen (nxn)-Kostenmatrix C= (cix) suchen die Heuristiken genau n Kostenelemente, so dass in jeder
Zeile und in jeder Spalte der Kostenmatrix genau ein Element steht.

Verfahren 8.4: Methode der aufsteigenden Kosten fiir das Zuordnungsproblem

1. Initialisierung
Keine Crew und kein Flug ist gesperrt. Alle xxi = 0.

2. Verarbeitung und Terminierung



Die Konfiguration von Liefernetzwerken: Transport- und Zuordnungsmodelle 91

2.1. Suche Crew k und Flug i, so dass die Kosten ck minimal sind unter allen nicht gesperrten
Crews und nicht gesperrten Fligen.

2.2. Nehme x«iin die L6sung auf und setze x«xi= 1. Sperre Crew k und Flug i.

2.3.  Wenn alle Crews gesperrt sind, dann Stop, andernfalls Goto 2.1

Verfahren 8.5: Methode des groRten Bedauerns fiir das Zuordnungsproblem

1. Initialisierung
Keine Crew und kein Flug ist gesperrt. Alle xxi = 0.

2. Verarbeitung und Terminierung

2.1. Berechne das Bedauern fir jede nicht gesperrte Crew und jeden nicht gesperrten Flug.
2.2. Suche die Crew k oder den Flug i aus mit dem gré3ten Bedauern. In der entsprechenden
Zeile k oder Spalte i der Kostenmatrix wird das Kostenminimum cki unter allen nicht
gesperrten Crews und nicht gesperrten Fliigen aufgesucht.
2.3.  Nehme x«iin die L6sung auf und setze x«i= 1. Sperre Crew k und Flug i.
2.4. Wenn alle Crews gesperrt sind, dann Stop, andernfalls Goto 2.1
Beispiel 8.5

Gegeben sei folgende Kostenmatrix:

Vonk{ Nachi—>| 5 6 7 8 ay
1 1 1 15 7 1
2 9 7 3 9 1
3 11 21 9 17 1
4 7 5 3 1 1
bi 1 1 1 1

Tabelle 8.11: Daten fiir ein Zuordnungsproblem

Nach der Methode der aufsteigenden Kosten ergibt sich dann die in Tabelle 8.12, nach der Methode des grofiten
Bedauerns die Tabelle 8.13 in dargestellte L&sung.

Schritt Nr. | cx | vonknachi Basis X Sperren Kosten cii*Xii
1 1 lnach5 1 Zeile 1/Spalte 5 1
2 1 4 nach 8 1 Zeile 4/Spalte 8 1
3 3 2nach7 1 Zeile 2/Spalte 7 3
4 21 3 nach 6 1 Stop 21
Summe 26

Tabelle 8.12: Methode der aufsteigenden Kosten in Beispiel 8.5

Schritt Nr. Cii vonk nachii Basis Xy Sperren Kosten cyi*Xi
1 1 lnach5 1 Zeile 1/Spalte 5 1
2 9 3 nach7 1 Zeile 3/Spalte 7 9
3 1 4 nach 8 1 Zeile 4/Spalte 8 1
4 7 2 nach 6 1 Stop 7
Summe 18

Tabelle 8.13: Methode des groRten Bedauerns in Beispiel 8.5

8.7 Der ungarische Algorithmus zur Lsung des Zuordnungsproblems

Da das Zuordnungsproblem noch stérker als das Transportproblem degeneriert ist, kann es mit der Modi-
Methode nur schwer geldst werden. Aus diesem Grunde ist ein spezieller auf das Zuordnungsproblem
angepasster Algorithmus entwickelt worden, der von Kuhn als ungarischer Algorithmus bezeichnet wurde.

Fur das Zuordnungsproblem sind eine ganze Reihe von unterschiedlichen Verfahren entwickelt worden:
Netzwerkflussverfahren, Verfahren der kiirzesten Wege und der ungarische Algorithmus. Wahrend der
ungarische Algorithmus in seiner urspriinglichen Form ein System von sogenannten unabhé&ngigen Nullen
aufsucht, soll hier der ungarische Algorithmus in der Maximierungs-Variante als maximales Gewichtsmatching
formuliert werden, die im Lésungsweg konzeptionell etwas einfacher erscheint und zugleich in die Matching-
Theorie eingefiihrt. Das maximale Gewichtsmatching sucht in einem bipartiten Netzwerk eine auch als Matching
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(siehe unten) bezeichnete Zuordnung mit maximalem Gewicht. Das Zuordnungsproblem kann dann als ein
maximales Gewichtsmatching geldst werden, wenn die Kostendaten ci; des Zuordnungsproblems in der Form C -
Cki in die Zielfunktion des maximalen Gewichtsmatching fur eine hinreichend grofe Konstante C eingehen, d.h.
C=max {c«i:Kk € S,i e T}. Im Kontext des Zuordnungsproblems prasentiert das Matching die Zuordnungen
von Crews zu Fligen. Das maximale Gewichtsmatching stellt mit cx; > 0 folgendes Optimierungsproblem dar:

(GM) Max X, ¢ X

keS,ieT X

unter den Bedingungen:

1) D xu<lieT

keS

(2 D %<1, keS
ieT
(38.) Xki>0,keS,ieT

Die Zielfunktion maximiert das Gewicht des Matchings, wahrend die Nebenbedingungen (1) und (2)
sicherstellen, dass jeder Knoten ke S und ie T hdchstens zu einer Kante des Matchings inzident ist, das von den
Kanten mit xki = 1 reprasentiert wird. Fir des maximale Gewichtsmatching nehmen wir nS < nT an.

Wir erldutern hier zundchst den Begriff des Matchings. Ein Matching in einem Netzwerk N = (V, E) ist eine
Teilmenge M der Kantenmenge E, so dass jeder Knoten des Netzwerkes inzident zu hdchstens einer Kante des
Matchings ist. Ein Knoten heil3t exponiert bzgl. M, wenn er nicht zu einer Kante des Matchings M inzident ist.
Mit dem Begriff des Matchings kann nun der Begriff des vermehrenden Weges formuliert werden. Ein Weg
von Knoten keS zum Knoten i heil3t vermehrend, wenn Knoten k und i exponiert sind und wenn in dem Weg
abwechselnd Kanten im Matching und nicht im Matching auftreten. Der Begriff des vermehrenden Weges ist fur
das maximale Gewichtsmatching insofern von zentraler Bedeutung, als damit die Zahl der Kanten, die im
Matching M sind, wie folgt vergroéRert werden kann: Ist ein vermehrender Weg identifiziert, so werden die
Kanten des Weges, die zum Matching gehéren, aus dem Matching entfernt und die Kanten des Weges, die nicht
im Matching waren, in das Matching aufgenommen. Dadurch erhoht sich die Zahl der Kanten, die im Matching
sind, um 1. Die folgende Abbildung veranschaulicht diese Begriffsbildung.

M

® @ @ @

Abbildung 8.13

In der Abbildung ist ein vermehrender Weg mit 3 Kanten dargestellt. Die fett gezeichnete Kante ist im Matching
M. Werden nun im vermehrenden Weg die Kanten im Matching aus dem Matching entfernt und umgekehrt die
Kanten, die nicht im Matching waren, in das Matching aufgenommen, so entsteht ein Matching M mit einer
zusatzlichen Kante, vgl. Abbildung 8.14

M M

&® @ @ @

Abbildung 8.14

Der ungarische Algorithmus ist ein primal-duales VVerfahren, das heif3t, dass zu dem Primalproblem (GM) das
Dualproblem formuliert wird und zuléssige Ldsungen im primalen wie auch im dualen System parallel betrachtet
werden. Uber Argumentationen des komplementiren Schlupfes wird die primale Losung schrittweise verbessert.
Das zu (GM) duale Programm wird gebildet, indem den Restriktionen (1) die Dualvariablen uy und den
Restriktionen (2) die Dualvariablen v; zugeordnet werden:

(DGM) Min > u +> v

keS ieT
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unter den Restriktionen:

(1) u+ vi>ci, keS, ieT
@) uc=0,keS
) vi=0,ieT

In dem Dualprogramm konnen auf einfache Weise zuléssige Lésungen (u,v) angegeben werden. Die drei
Bedingungen (KS1), (KS2) und (KS3) des komplementédren Schlupfes (KS) zeigen an, wann zuldssige Lésungen
x von (GM) und (u,v) von (DGM) optimal sind. Sind alle drei Bedingungen erfllt, so sind x und (u,v) optimal:

(KS].) Xki > 0= U+ Vi=Cki, kGS, ieT
(KS2) k>0 = > x,;=1, keS

ieT

keS

Beim maximalen Gewichtsmatching wird dann so vorgegangen, dass aufgrund einer gegebenen zuldssigen
Losung x des Primalproblems im Originalnetzwerk N = (V,E) und einer zul&ssigen Losung (u,v) des
Dualproblems ein Teilnetzwerk N” aufgebaut wird, in dem ein Matching M identifiziert wird. Durch die Suche
nach einem vermehrenden Weg kann das Gewicht dieses Matchings vergrofert werden. Sobald kein
vermehrender Weg mehr identifiziert werden kann, werden die Dualvariablen geéndert, so dass bei dem neu
entstehenden Teilnetzwerk das Gewicht des Matchings weiter vergroRert werden kann.

Der ungarische Algorithmus beginnt mit einer primal zul&ssen Ldsung x, welche mit

Xki = 1 ein Matching M in dem Teilnetzwerk N’, das von Kanten mit ux + v; = cxi gebildet wird, représentiert.
Damit ist die Bedingung (KS1) fir x erfillt. In der dual zuldssigen Lésung (u,v) wird mit v;= 0 gestartet. Damit
ist die Bedingung (KS3) fiir (u,v) erflllt. Wenn fir alle Knoten ke S auch die Bedingung (KS2) erfillt ist, dann
ist x optimal. Das Erfiilltsein von (KS2) wird schrittweise hergestellt, wahrend das Erfulltsein von (KS1) und
(KS3) bei jedem Schritt beibehalten wird.

Um zur Optimalitat zu gelangen, werden schrittweise neue Matchings M und primale Lésungen x erzeugt,
welche mehr Kanten enthalten und die fir mehr Knoten ke S die Bedingung (KS2) erfiillen. Das Verfahren sucht
dabei nach vermehrenden Wegen in dem Teilnetzwerk N’, das von Kanten gebildet wird, fiir welche uk+ Vi = Cy;
gilt. Wenn ein derartiger Weg gefunden wird, ist die vom neuen Matching reprasentierte Losung x zuldssig und
im Zielfunktionswert vergroRert, und sie erfillt fur einen zusatzlichen Index ieT die Bedingung (KS2). Wird
kein derartiger Weg mehr gefunden, werden die Dualvariablen so geéndert, dass zumindest eine weitere Kante
zu dem Teilnetzwerk N’ hinzugefiigt und eine primale Losung x erzeugt werden kann.

Das Verfahren wird nun als Algorithmus beschrieben. Zur Erzeugung von vermehrenden Wegen werden die
Knoten j mit Vorgangermarken p(j) versehen, die den VVorgéngerknoten von j auf dem vermehrenden Weg
anzeigen. p(j) = 0 heisst, dass kein Vorganger vorhanden ist. p(j) = -1 heif3t, dass Knoten j keine
Vorgangermarke besitzt. Wenn ein Knoten eine VVorgangermarke besitzt, so wird er markiert genannt. Die
markierten Knoten werden in einer Liste MARKIERT geflihrt. Die markierten Knoten werden im Laufe des
Verfahrens Uberprift, ob sie in Verbindung zum Matching stehen und ob an ihnen die Dualvariablen geéndert
werden konnen. Die Knoten, die markiert, aber noch nicht Gberpriift sind, werden in der Liste SCAN gefiihrt.
Auf die Knoten ieT werden Marken d; gesetzt, die anzeigen, wie weit die Dualvariablen u; gesenkt werden
kénnen. Das Verfahren besitzt neben der Initialisierung drei Abschnitte: Markieren, Vermehrung und Andern der
Dualvariablen. Im Abschnitt Initialisierung wird als erste zuldssige Losung x mit einer Heuristik ein Matching M
gesucht. Als erste zulassige L6sung (u,v) werden fur ui die groBten Kosten und vi= 0 gesetzt.

Verfahren 8.6: Maximales Gewichtsmatching

1. Initialisierung
Setze uk = max (c«i : ieT), keS, vi =0, di =, ieT
Das Startmatching M wird in dem Teilnetzwerk N’, das durch uk + vi= c«xi gegeben ist, wie folgt
gebildet: Sei zunachst M = &. Fir alle keS bestimme in N’, sofern vorhanden, eine Kante (k,i), die
nicht in M ist und wo i nicht inzident zu einer Kante in M ist. Flige die Kante (k,i) in M ein. Die
primale Losung x«i = 1 ist durch die Kanten aus M gegeben.
MARKIERT = & und SCAN = &. p(k) =-1, keS, p(i) = -1, ieT
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2. Markieren

2.1. Fdur alle Knoten keS Do: Wenn keS in N’ bzgl. M exponiert ist, dann nehme den Knoten Kk in
MARKIERT und in SCAN auf und setzte p(k) = 0.

2.2. Wenn SCAN = & oder SCAN besitzt nur Knoten ie T mit di > 0, dann gehe zu Schritt 4.

2.3.  Wahle einen Knoten je SCAN mit
e jeSoder
e jeTunddj=0.

Wenn jeS, dann gehe zu 2.4 und uberpriife Knoten j. Wenn jeT und dj = 0, dann gehe zu
2.5 und uberprufe Knoten j. Ist kein solcher Knoten in SCAN vorhanden, dann gehe zu
Schritt 4.

2.4. Uberpriife den Knoten keS wie folgt: Fiir jede Kante (k,i) im Originalnetzwerk N mit (k,i) M
und uk + vi- cki < di setzte p(i) = k und di = uk + vi- ck. Streiche k aus SCAN und nehme i in
MARKIERT und in SCAN auf. Gehe zu Schritt 2.1.

2.5. Uberpriife den Knoten ieT wie folgt: Wenn i nicht inzident zu einer Kante in M ist, dann gehe
zu Schritt 3. Andernfalls bestimme die Kante (k,i)eM und gebe Knoten k die Marke p(k) = i.
Streiche i aus SCAN und nehme k in MARKIERT und in SCAN auf. Gehe zu Schritt 2.1.

3. Vermehrung
Ein vermehrender Weg ist in N’ gefunden, der im Knoten i (identifiziert im Schritt 2.5) endet.
Verfolge den Weg von Knoten i aus Uber die Vorgangermarken p(.) zurlck, bis ein Knoten keS
gefunden wird mit p(k) = 0. Die Kanten des Weges, die zu M gehoéren, werden aus M entfernt und
die Kanten des Weges, die nicht im Matching waren, in M aufgenommen. Die geénderte primale
Ldsung xki = 1 ist durch die Kanten aus M gegeben. Setze MARKIERT = &, SCAN = & und di = w,
ieT. Gehe zu Schritt 2.1.

4. Andern der Dualvariablen
Bestimme die Grof3en
81 = Min {uk : keS}
d2=Min{di: di>0,ieT}
8 = Min {61, 82}
Setze uk = uk— 3 fur ke SAMARKIERT, vi=vi + § flr ieT mit di = 0, di = di — 6 fur ie TP MARKIERT
mit di > 0. Wenn § < 81, dann bilde das Teilnetzwerk N’ und gehe zu Schritt 2.1. Andernfalls ist M
optimal.

Interpretation: Bei der Initialisierung werden mit der Wahl von uk die groRten Kostenwerte
cki gewahlt. Damit wird bewirkt, dass die groRten Kostenwerte als erste in das Matching
gelangen. vi = 0 stellt das Erfulltsein von (KS3) sicher. Das erste Matching M und die primal
zulassige Losung x wird im Teilnetzwerk mit uk + vi = cki aufgesucht und damit ebenfalls mit
grolRten Kostenwerten besetzt. Beim Markierungsprozess werden Uber Vorgangermarken
vermehrende Wege gesucht, die mit exponierten Knoten k e S initialisiert werden. Knoten i
e T werden in Schritt 2.3 nur Uberprift, wenn sie zu einer Kante ux + vi = cki inzident sind,
was mit di = 0 angezeigt wird. In Schritt 2.4 wird der Wert von d; schrittweise reduziert. Wird
im Schritt 3 (Vermehrung) das neue Matching gebildet, so bleibt die gednderte primale
Losung x zuldssig. Die Dualvariablen (u,v) bleiben unverandert. Fir die Knoten i € T, die zu
Kanten (k,i) gehoren, die ins neue Matching aufgenommen wurden, ist ui > 0 und so wegen
xki = 1 die Bedingung (KS2) erflllt. Jeder vermehrende Weg steigert auf diese Weise das
Erfilltsein von (KS2). Die Anderung der Dualvariablen in Schritt 4 erfolgt auf Kanten des
bestehenden Teilnetzwerks mit uk + vi = cxi, So dass fur die neuen Dualvariablen die Relation
(uk — 8) + (vi + 8) = cki erhalten bleibt. Damit bleibt auch das bestehende Teilnetzwerk mit ux
+ Vi = C« bei der Anderung der Dualvariablen in Schritt 4 erhalten, aber es wird mit
mindestens einer zusatzlichen Kante versehen, so dass mehr Mdéglichkeiten entstehen, einen
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vermehrenden Weg zu finden. Die Mdglichkeiten, das Matching auszudehnen, sind aber
begrenzt, da wegen ns < nt hdchstens ns Kanten in das Matching aufgenommen werden
kénnen. Die Abbruchbedingung ist gegeben, wenn eine der Dualvariablen uj, die wéhrend
jedes Aufrufes von Schritt 4 verkleinert werden, kleiner als & wird. Mit 5> wird die kleinste
Anderung der Dualvariablen beschrieben, so dass eine neue Kante in das Teilnetzwerk mit uk
+ Vi = cki aufgenommen werden kann. §, < &, heif3t also, dass keine neue Kante aufgenommen
werden kann.

Wir verdeutlichen nun den ungarischen Algorithmus anhand des folgenden Beispiels:
Beispiel 8.6: Beispiel zum ungarischen Algorithmus

Wir gehen von der Kostenmatrix aus Beispiel 8.5 aus. Um das maximale Gewichtsmatching anwenden zu
kdnnen, mussen die Kostensétze zunéchst in die Form C - ¢ Uberflhrt werden. Fiir C = 25 ergibt sich die in
Tabelle 8.14 dargestellte modifizierte Kostenmatrix. Wir setzen ux = max (cxi: ieT) fur alle keS und v; = 0 fur
alle ieT und erhalten die an den Randern der Tabelle abgetragene zuléssige Losung des Dualproblems.

Vonk{ Nachi—>| 5 6 7 8 Uk
1 24 24 10 18 24
2 16 18 22 16 22
3 14 4 16 8 16
4 18 20 22 24 24
Vi 0 0 0 0

Tabelle 8.14: Beispiel zum ungarischen Algorithmus

Das in Abbildung 8.15 dargestellte, durch uk + vi = c«i gegebene Teilnetzwerk N” wird folgendermaf3en
konstruiert:

Up +Vs =24 + 0 =24 = ¢15 — Kante (1,5)
Up + Ve =24 + 0 = 24 = ¢35 — Kante (1,6)
Uz +v7 =22 +0=22=cy — Kante (2,7)
uz+v7=16 + 0 = 16 = c37 — Kante (3,7)
Us + Vg =24 + 0 = 24 = css — Kante (4,8)

Crews (S) Flige (T)

@ ®

@ ®

k i

Abbildung 8.15: Teilnetzwerk N’ mit ux + Vi = Cxi im Beispiel

Das fett dargestellte Startmatching wird wie folgt aufgebaut:

e Zu Beginn ist M leer.

e Wir betrachten als erstes den Knoten k=1 und die Kante (1,5). Die Kante ist nicht in M, und Knoten i=5 ist
nicht inzident zu einer Knate in M, also nehmen wir die Kante (1,5) in M auf: M={(1,5)}.
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e Als nédchstes betrachten wir Knoten k=2 und die Kante (2,7). Die Kante ist nicht in M, und Knoten i=7 ist
nicht inzident zu einer Kante in M, also nehmen wir die Kante (2,7) in M auf: M={(1,5), (2,7)}.

o Wir betrachten nun Knoten k=3 und die Kante (3,7). Die Kante ist nicht in M, aber Knoten i=7 ist inzident
zur Kante (2,7) in M, so dass die Kante (3,7) nicht in M aufgenommen wird.

e Als letztes betrachten wir Knoten k=4 und die Kante (4,8). Die Kante ist nicht in M, und Knoten i=8 ist nicht
inzident zu einer Kante in M, also nehmen wir die Kante (4,8) in M auf: M={(1,5), (2,7), (4,8)}.

Damit erhalten wir als primal zuldssige Lésung Xxi = 1: X15 = 1, Xo7 = 1, Xag = 1.

Das Gewicht von M betragt 24+22+24 = 70.

Wir initialsieren weiter:

e ds5=00, dg=00, d7=00, dg=o0.

e p(1)=-1,p(2)=-1, p(3)=-1, p(4)=-1, p(5)=-1, p(6)=-1, p(7)=-1, p(8)=-1.

e Markiert = &, Scan = &.

Im folgenden sind die Anderungen dieser Variablen jeweils fett dargestellt.

Schritt 2.1: Einziger bzgl. M exponierter Knoten k in N” ist Knoten 3:

Markiert = {3}, Scan = {3}, p(1)=-1, p(2)=-1, p(3)=0, p(4)=-1, p(5)=-1, p(6)=-1, p(7)=-1, p(8)=-1.
Schritt 2.2: Scan ist weder leer, noch enthélt Scan nur Knoten ie T mit d; > 0, daher weiter mit Schritt 2.3.
Schritt 2.3: Wéhle Knoten 3. Wegen 3eS gehe zu Schritt 2.4.

Schritt 2.4: Uberpriife Knoten k=3: Da alle Kanten (3,i) in N nicht in M sind und wegen di=co us+vi-Csi < di fiir
alle i gilt, markiere die Knoten i=5,6,7,8 mit k=3 und setze:

p(1)=-1, p(2)=-1, p(3)=0, p(4)=-1, p(5)=3, p(6)=3, p(7)=3, p(8)=3

ds=uUs+V5—C5=16+0-14=2

ds=us+Vvg—Cz=16+0— 4=12

d7=us+v;—C37=16+0-16=0

ds=uz3+Vvg—Czs=16+0— 8=8

Scan = {5,6,7,8}, Markiert = {3,5,6,7,8}. Gehe zu Schritt 2.1.

Schritt 2.1: In N’ gibt es keinen bzgl. M exponierten Knoten.

Schritt 2.2: Die Bedingung ist wegen i=7 in Scan nicht erfiillt, daher weiter mit Schritt 2.3.

Schritt 2.3: Wahle Knoten 7, da d7;=0. Wegen 7<T gehe zu Schritt 2.5.

Schritt 2.5: Uberpriife Knoten i=7: Knoten 7 ist inzident zur Matchingkante (2,7). Markiere daher Knoten k=2
mit Knoten i=7 und setze p(1)=-1, p(2)=7, p(3)=0, p(4)=-1, p(5)=3, p(6)=3, p(7)=3, p(8)=3, Scan =
{2,5,6,8}, Markiert = {2,3,5,6,7,8}. Gehe zu Schritt 2.1.

Schritt 2.1: In N’ gibt es keinen bzgl. M exponierten Knoten.
Schritt 2.2: Die Bedingung ist wegen k=2 in Scan nicht erfullt, daher weiter mit Schritt 2.3.
Schritt 2.3: Wahle Knoten 2. Wegen 2eS gehe zu Schritt 2.4.
Schritt 2.4: Uberpriife Knoten k=2: Die Kanten (2,5), (2,6) und (2,8) sind nicht in M. Betrachte
Up+Vs5—C=22+0-16=6>d5=2
Up+Vg—C=22+0-18=4<ds =12
Up+V7—C7=22+0-22=0=d7=0
Up+Vg—Cpg=22+0-16=6<ds=8
Markiere daher die Knoten i=6,8 mit Knoten k=2 und setze:
p(l):_L p(2):7l p(3):01 p(4):'l! p(5):3, p(6):27 p(7):37 p(8):21
ds=2,ds = 4,d; =0, ds = 6, Scan = {5,6,8}, Markiert = {2,3,5,6,7,8}. Gehe zu Schritt 2.1.

Schritt 2.1: In N’ gibt es keinen bzgl. M exponierten Knoten.
Schritt 2.2: Alle Knoten in Scan sind aus T und haben d; > 0: Gehe zu Schritt 4.
Schritt 4: 81 = Min {ui: keS}=16, 8, = Min {di: di >0, ieT} = 2, 8 = Min {16,2} = 2.
Setze ux = ux — 2 flir alle markierten Knoten keS: k=2,3 (Siehe Tabelle 8.15).
Setze v = v; + 2 fiir alle Knoten ieT mit d; = 0: i=7 (Siehe Tabelle 8.15).
Setze di = d; — 2 fir alle markierten Knoten ieT mit d; > O:
ds=2-2=0,d6=4-2=2,d7,=0,ds =6-2 =4,
Durch die neuen Dualvariablen wird die Kante (3,5) neu in das Teilnetzwerk N’ mit uk + Vi = Ci
aufgenommen (vgl. Abbildung 8.16). Gehe zu Schritt 2.1.

Vonk{ Nachi—> | 5 6 7 8 Uy
1 24 24 10 18 24
2 16 18 22 16 20
3 14 4 16 8 14
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4 18 20 22 24 24
Vi 0 0 2 0

Tabelle 8.15: Fortgeschriebene Dualvariablen im Beispiel zum ungarischen Algorithmus

Crews (S) Fluge (T)

@ ®

®

®

2
€) 7
(4)
K

Abbildung 8.16: Neues Teilnetzwerk N’ mit ux + Vi = Cx; im Beispiel zum ungarischen Algorithmus

Schritt 2.1: Auch im neuen Teilnetzwerk N’ gibt es keinen bzgl. M exponierten Knoten.

Schritt 2.2: Die Bedingung ist nicht erflllt, daher weiter mit Schritt 2.3.

Schritt 2.3: Wahle Knoten 5, da ds=0. Wegen 5T gehe zu Schritt 2.5.

Schritt 2.5: Uberpriife Knoten i=5: Knoten 5 ist inzident zur Matchingkante (1,5). Markiere daher Knoten k=1
mit Knoten i=5 und setze p(1)=5, p(2)=7, p(3)=0, p(4)=-1, p(5)=3, p(6)=2, p(7)=3, p(8)=2,
Scan = {1,6,8}, Markiert = {1,2,3,5,6,7,8}. Gehe zu Schritt 2.1.

Schritt 2.1: In N’ gibt es keinen bzgl. M exponierten Knoten.
Schritt 2.2: Die Bedingung ist wegen k=1 in Scan nicht erfllt, daher weiter mit Schritt 2.3.
Schritt 2.3: Wéhle Knoten 1. Wegen 1<S gehe zu Schritt 2.4.
Schritt 2.4: Uberpriife Knoten k=1: Die Kanten (1,6), (1,7) und (1,8) sind nicht in M. Betrachte
Ui +V5—C5=24+0-24=0 =ds=0
Up+Ve—C16=24+0-24=0 <dg=2
Up+vs—Cc17=24+2-10=16>d;=0
Up+Vg—C1g=24+0-18=6 >ds=4
Markiere daher Knoten i=6 mit Knoten k=1 und setze:
P(1)=5, p(2)=7, p(3)=0, p(4)=-1, p(5)=3, p(6)=1, p(7)=3, p(8)=2,
ds=0,ds =0,d7 =0, dg = 4, Scan = {6,8}, Markiert = {1,2,3,5,6,7,8}. Gehe zu Schritt 2.1.

Schritt 2.1: In N’ gibt es keinen bzgl. M exponierten Knoten.
Schritt 2.2: Die Bedingung ist nicht erftllt, daher weiter mit Schritt 2.3.
Schritt 2.3: Wéhle Knoten 6, da ds=0. Wegen 6T gehe zu Schritt 2.5.
Schritt 2.5: Uberpriife Knoten i=6: Da Knoten 6 nicht inzident zu einer Kante in M ist, gehe zu Schritt 3.
Schritt 3: Identifiziere Uiber die Vorgadngermarken p(.) den vermehrenden Weg, der im Knoten i=6 endet:
p(6)=1, p(1)=5, p(5)=3, p(3)=0. Vermehrender Weg: 3-5-1-6. Entferne Kante (1,5) aus M und nehme die
Kanten (3,5) und (1,6) in M auf: M={(1,6), (3,5), (2,7), (4,8)}, Gewicht von M = 24+14+22+24=74.
Neue primale Losung Xki = 1: X16 = 1, X35 = 1, Xo7 = 1, Xag = 1.
Setze Markiert = &, Scan = &, di = c. Gehe zu Schritt 2.1.

Schritt 2.1: Kein Knoten in N” ist bzgl. des neuen Matchings M exponiert.

Schritt 2.2: Da Scan = &, gehe zu Schritt 4.

Schritt 4: 81 = Min {ux: keS}= 14, 8> = Min {di: di > 0, i€ T} = o0, § = Min {14, o} = 14,
Wegen 6 = 8, ist das gefundene und in Abbildung 8.17 dargestellte Matching optimal.
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Crews (S) Fluge (T)

Abbildung 8.17: Optimales Matching im Beispiel

Stellt man die sich daraus ergebenden Kosten den Kosten der nach der Methode der aufsteigenden Kosten und
des groRten Bedauerns gewonnenen Ldsungen (vgl. Kapitel 8.6) gegentlber, so ergibt sich folgendes Bild:

Maximales Gewichtsmatching Aufsteigende Kosten GrofRtes Bedauern
Von k nach i Kosten Von k nach i Kosten Von k nach i Kosten
lnach6 1 1nach5 1 1lnach5 1
2nach7 3 4 nach 8 1 3 nach7 9
3nach5 11 2nach7 3 4 nach 8 1
4 nach 8 1 3nach 6 21 2 nach 6 7
Summe 16 Summe 26 Summe 18

Tabelle 8.16: Vergleich der Losungsverfahren fiir das Zuordnungsproblem

Damit ist die exakte Lésung (Maximales Gewichtsmatching) um 10 GE (= 38%) besser als die Lésung nach der
Methode der aufsteigenden Kosten und um 2 GE (= 11%) besser als nach der Methode des gréfiten Bedauerns.
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9 Standorte in Netzwerken

9.1 Einfuhrung

Fragen nach Standorten zur Ansiedlung von Produktions- und Logistikknoten werden auf verschiedenen Ebenen
gestellt, und deren Beantwortung héngt von einer Vielzahl von Faktoren ab, so dass das Standortproblem zu
einem komplexen Entscheidungsproblem werden kann. Standorte werden gesucht:

e Weltweit: in L&ndern, Freihandelszonen und Kontinenten,
e Landesweit: in Stadten und Regionen,
e Regional in sog. Mikrostandorten.

Faktoren, welche zur Beantwortung von Standortfragen beriicksichtigt werden, sind vielfaltig und werden nach
,harten“ und ,,weichen* Faktoren unterschieden. Beispiele sind:

e Politische Stabilitat des betrachteten Landes,

Wechselkursrisiken,

Zugang zu einem Netzwerk von Forschungs- und Entwicklungsaktivitaten,
Erschliefung eines Marktzugangs,

Grolie des Inlandsmarktes,

Verfligbarkeit von Rohstoffen,

Klimatische Bedingungen,

Verfugbarkeit von Arbeitskraften, insbesondere von Arbeitskréften mit speziellem
Know-how,

Lohnniveau,

Verfligbarkeit von Grundstiicken und Gebéuden,

Verkehrsinfrastruktur,

Wirtschaftsfreundliche Gesetzgebung und Verwaltungen,

Lagegunst hinsichtlich Betriebskosten, Transportkosten und Serviceniveau.

Diese Vielzahl von Faktoren kann hier nicht naher diskutiert werden. Wir wollen uns vielmehr auf den letzten
Faktor der Lagegunst hinsichtlich Betriebskosten, Transportkosten und Serviceniveau von Standorten in
Netzwerken konzentrieren.

Die Frage nach Standorten in Netzwerken wurde zundchst im Kontext der Konsumguterdistribution gesehen und
ist in den 60er Jahren des 20. Jahrhunderts mit dem Aufkommen von Outlet-Ketten im Einzelhandel entstanden.
Gefragt wird nach Standorten von Produktionswerken, Zentrallagern und Regionallagern, welche die Summe der
gesamten Lager- und Transportkosten zu den Outlets minimieren. Ferner wird nach Standorten von Outlets in
Wohnbezirken gefragt, welche die Nachfragepotentiale der Bevélkerung ausschépfen und vorgegebene
Entfernungen zu den Kunden nicht iberschreiten. Bei Standortfragen in Siedlungsgebieten ist aber auch daran zu
denken, wie weit

e Servicepunkte, z.B. Briefkasten, Postamter und Bankfilialen,
e kommunale Einrichtungen, z.B. Schulen und Kindergarten,

e Notfalleinrichtungen, z.B. Feuerwehren, Polizeistationen und Krankenhduser
von den Wohnhdusern der Bevolkerung entfernt liegen.

Die Liberalisierung auf den Transportmérkten von LKW-Verkehren und von Flugzeug-Verkehren in den
vergangenen 20 Jahren hat zudem die Hub-Konfiguration von Netzwerken fir den Paketversand, fir
Stiickguter und fir Flugpassagiere als neuere Fragestellungen entstehen lassen (vgl. Kapitel 10). In der
Diskussion um Supply Chain Management spielt die Konfiguration von Netzwerken eine besondere Rolle,
womit gemeint ist, die Standorte von Produktionswerken, Zulieferern und Lagerhdusern fiir Distributionssysteme
festzulegen. Diese Funktionen der Konfiguration werden von allen géngigen Software-Tools zur Unterstiitzung
von Supply Chain Management angeboten.

Als Modellierungsmdéglichkeiten der Standorttheorie unterscheidet man:
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e Diskrete Modelle, die von einem Netzwerk mit Entfernungsdaten reprasentiert werden
und wo ausschlieBlich in den Knoten des Netzwerks Standorte zugelassen sind.

e Kontinuierliche Modelle, die von der euklidischen Ebene ausgehen und dort in
beliebigen Punkten Standorte aufsuchen konnen, wie z.B. in dem berihmten
Standortmodell von Alfred Weber.

e Semidiskrete Modelle sind Netzwerke mit euklidischen Daten, wo Standorte in den
Knoten des Netzwerks, aber auch auf beliebigen Punkten der Kanten angesiedelt
werden konnen.

Die Fragestellungen der Standorttheorie sollen hier in diskreten Modellen von ungerichteten Netzwerken
behandelt werden, wie diese durch die Verkehrssysteme, die Siedlungsstruktur und die Art der
Industrieansiedlung vorgegeben sind, wahrend die kontinuierlichen Modelle davon absehen und deswegen sehr
abstrakt erscheinen. Semidiskrete Modelle sollen hier ebenfalls nicht weiter verfolgt werden, da sie von
diskreten Modellen mit einer entsprechend engen Packung von Knoten beliebig genau angenahert werden
kdnnen.

In diesem Kapitel nehmen wir ungerichtete Netzwerke mit einer Knotenmenge V = {1,2,...,n} mit n Knoten an
und gehen davon aus, dass Outlets, Werke, Lagerhduser und Wohnh&user von den Knoten des Netzwerks
repréasentiert werden. Standorte kdnnen hier in allen Knoten des Netzwerks eingerichtet werden, wéhrend
manche Modellformulierungen blof? eine eingeschrankte Knotenmenge als Standorte zulassen. Auf den Kanten
(i,j) des Netzwerks seien Entfernungsdaten dij gegeben. Indem auf das Netzwerk ein Kiirzeste-Wege-Verfahren
angewendet wird, erhdlt man die kiirzesten Wege vom Knoten i zu allen anderen Knoten k, deren Lange im
folgenden mit d (i,k) bezeichnet wird.

In der Diskussion um Standorte geht es nicht allein um die Lokalisierung der Standorte im Netzwerk (Location),
sondern zugleich ist die Zuordnung der Kunden zu den Service-Zentren zu beachten (Allocation). Man spricht
daher auch von einem Location-Allocation-Problem. Eine einfache Allocation-Regel besagt, dass jeder Kunde
dem am néchsten gelegenen Servicezentrum zugeordnet ist. Bei derartigen eindeutigen Zuordnungen von
Kunden zu Servicezentren spricht man auch von Single-Allocation. Bei der Zuordnung von Kunden zu Hubs
und von Outlets zu Nachschublagern kann jedoch auch der Fall eintreten, dass ein Kunde mehreren
Servicezentren zugleich zugeordnet ist. Man spricht in diesem Fall von Multiple-Allocation.

Die Fragestellungen der Standorttheorie lassen sich wie folgt systematisieren:

Centerprobleme,

Coveringprobleme,

Medianprobleme,

Warehouse Location Probleme,
Hub-Locationprobleme (siehe Kapitel 10) und
Standorte im Transportmodell (siehe Kapitel 8).

9.2 Das Centerproblem

Die Fragestellungen des Centerproblems sollen hier an dem Beispiel-Netzwerk von Abbildung 9.1 erlautert
werden. Beim Centerproblem geht es darum, im Netzwerk zu jedem Knoten j die maximale Entfernung Dmax(j)
zu den Ubrigen Knoten zu bestimmen, d.h. Dmax(j) = Max{d(j,k): keV} und dann in einem zweiten Schritt den
Knoten joals Center aufzufinden, der dadurch definiert ist, dass dessen maximale Entfernung Dmax(jo) unter allen
Knoten j = 1..n minimal ist. Von Bedeutung ist diese Fragestellung fiir Sicherheits- und Notfalleinrichtungen
(Feuerwehr, Krankenhdauser etc.), die dort im Netzwerk anzusiedeln sind, von wo aus sie von allen Knoten aus
am schnellsten erreicht werden kénnen.

Am Beispiel von Abbildung 9.1 kénnen wir diese Fragestellung erlautern. Wenn eine Notfalleinrichtung an den
extremen Positionen des Netzwerks lage, wie z.B. Koln, wére die Entfernung zu Dresden mit 700 km sehr hoch.
Sinnvoller ist eine Ansiedlung in der ,,Mitte* des Netzwerks, also z.B. in Kassel oder in Hannover.
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Abbildung 9.1: Ausschnitt aus der Autobahnkarte Deutschlands

Bei einer Ansiedlung in Kassel ergeben sich folgende Entfernungen zu den Stadten am Rande: Berlin 465 km,
Dresden 441 km, Kdln 260 km, das Maximum ist also 465 km. Bei einer Ansiedlung in Hannover ergeben sich
folgende Entfernungen zu den St&dten am Rande: Berlin 299 km, Dresden 390 km, Kéln 310 km, Frankfurt 361
km, das Maximum ist also 390 km. Damit ist die maximale Entfernung im Netzwerk vom Standort Hannover aus
am kleinsten, und Hannover ist das Center im Netzwerk.

Fir die Bestimmung eines Centers in einem Netzwerk berechnet man mit einem kiirzeste-Wege-Verfahren fur
jeden Knoten j die kilirzesten Wege zu allen anderen Knoten und kalkuliert so den I&ngsten aller kiirzesten Wege
von j aus, also das Maximum Dmax(j). AnschlieRend wird Uber alle so bestimmten Dmax(j) das Minimum gesucht
und so das Center als derjenige Knoten j, mit minimalem Dmax(jo) festgelegt. Wegen dieser VVorgehensweise wird
die Fragestellung des Centers auch als ein Minimax-Problem bezeichnet. Wird fir das kirzeste Wege-
Verfahren das Dijkstra-Verfahren mit der Komplexitat O(n?) angewandt, so erhalt man mit der
Minimumsoperation tiber alle Knoten eine Komplexitat von O(n®) zur Bestimmung des Centers.

9.3 Das p-Center-Problem

Eine Erweiterung des Centerproblems stellt das p-Center-Problem fiir 1 < p < n dar, wobei das Centerproblem
dann als p-Center-Problem fir den Spezialfall p = 1 auftritt. Beim p-Center-Problem geht es darum, in einem
Netzwerk p verschiedenen Knoten auszuwéhlen, um dort Center als Servicestellen, z.B. Feuerwehren,
einzurichten, so dass die maximale Entfernung von Kunden in einem beliebigen Knoten zu einer Servicestation
minimal wird. Im Netzwerk von Abbildung 9.1 minimieren fiir p = 2 z.B. die Standorte Dortmund und Leipzig
die maximale Entfernung der Knoten zu den Servicestationen. Der Knoten, der Dortmund nach dem Kriterium
der kurzesten Entfernung zugeordnet ist und den maximalen Abstand zu Dortmund besitzt, ist Frankfurt mit 226
km. Zum Servicezentrum Leipzig ist dann Berlin maximal entfernt mit 187 km.

Im allgemeinen Fall lasst sich das p-Center-Problem als folgendes Integer Programming Problem formulieren.

Wenn wir Binérvariablen xi einfihren, die anzeigen, ob Kunde i an Servicestation k angeschlossen ist (xxi = 1)
oder nicht (x«i = 0), dann sieht die Zielfunktion als Integer Programming Ansatz sieht wie folgt aus:

Min| Maxd(k,i)x, |

Um die optimale Anordnung der p Center zu bestimmen, ist die Zielfunktion unter den folgenden
Nebenbedingungen zu minimieren:

® Xy, =



Standorte in Netzwerken 102

2 > %, =Lk=1.n
i=1

(3) yk= Xui, k,i=1...n
(4) y«=0,1,k=1...n
(5) xi=0,1, i=1...n

Die Grolen yi sind Binérvariablen, die anzeigen, ob am Standort i eine Servicestation eingerichtet wird (yx =1)
oder nicht (yx =1).

Die Nebenbedingung (1) driickt aus, dass genau p Standorte fiir Servicestationen gewahlt werden missen. Mit
den Nebenbedingungen (2) wird sichergestellt, dass jeder Kunde an genau eine Servicestation angeschlossen
wird. Die Nebenbedingungen (3) sagen aus, dass die Kunden i nicht an die Servicestation k angeschlossen
werden kdnnen (xxi = 0), wenn diese Servicestation nicht eingerichtet wird, d.h. yx = 0. Die Nebenbedingungen
(4) und (5) beschreiben die Binarvariblen yx und X .

Die Zielfunktion x — Max d(K,i)xk des p-Center-Problems ist nicht-linear. Daher sind die Standard-Techniken
des Integer Programming, wie die LP-Relaxation oder die Lagrange-Relaxation, nicht anwendbar. Geldst werden
kann das p-Center-Problem fir grole Knotenzahlen n und fir p > 3 nur mit Branch-and-Bound-Verfahren oder
mit heuristischen Verfahren. Fir eine kleine Knotenzahl bis zu n = 100 kann das p-Center-Problem fir p = 2
oder p = 3 durch Inspektion oder durch explizite Berechnung uber alle zwei- bzw. dreielementigen Teilmengen
der Knotenmenge V = {1,2,...,n} bestimmt werden. Aber es kann auch als ein leichter l6sbares Coverage-
Location Problem umformuliert werden und fiir verschiedene Radien der Erreichbarkeit gel6st werden (siehe
unten). Aus den Losungen kann dann eine fiir die angestrebte Anzahl von p Service-Zentren ausgewahlt werden.

Im folgenden wird die Gitternetz-Heuristik fir das p-Center-Problem vorgestellt. Dieser Ansatz geht von
euklidischen Daten aus, die mit einem Gitternetz approximiert werden kénnen. Werden p Center gesucht, dann
wird Uber die Knoten des Netzwerkes ein Gitternetz von p gleich grolRen Rechtecken mit den Seiten a und b
gezogen und als Center vorlaufig die Mittelpunkte der Rechtecke gewdhlt. Als Center im Netzwerk werden dann
die den Mittelpunkten am néchsten gelegenen Knoten eines jeden Rechtecks bestimmt, sofern das Rechteck
uberhaupt einen Knoten enthélt. Die Abbildung 9.2 stellt ein Beispiel fur p = 6 dar. Das Netzwerk ist grau
unterlegt, tiber das 6 Rechtecke mit den Seiten a und b gelegt werden. Die Rechteckmittelpunkte sind als
schwarze Kreise gekennzeichnet, die am néchsten gelegen Knoten als weiRe Quadrate. Ein Knoten in einem
Rechteck hat dann zu seinem Center die maximale Entfernung der Lénge der Rechteckdiagonale, die gleich (a? +
b?)* ist. Fr Center von zwei nebeneinander liegenden Rechtecken lasst sich deren maximal mdgliche
Entfernung abschatzen als (4a+b?)* und fur zwei untereinander liegende Rechtecke als (a? + 4b?)*. Liegen die
Center von zwei benachbarten Rechtecken nahe beieinander und gilt fiir die Knoten aus beiden Rechtecken, dass
deren Maximalentfernung untereinander nicht die Lange der Rechteckdiagonale gleich (a? + b?)* iiberschreitet,
so kann ein Center von den beiden geschlossen werden.

y-Koordinate

A

L ° °
O b
a
0 |
° | °
/
Ny,
Vg

x-Koordinate

Abbildung 9.2: Gitternetz-Heuristik
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Wéhrend die Gitternetz-Heuristik eine Losung erzeugt, so steht die Heuristik SWAP-Center zur Verfligung,
um bestehende Lésungen zu verbessern. Dieses geschieht durch ein systematisches Ersetzen eines
Centerstandortes durch einen Nicht-Centerstandort und eine Kontrolle darliber, ob damit die
Maximalentfernungen sinken. Ist dieses der Fall, wird die neue Konfiguration als die bessere Lésung
beibehalten. Der Austauschprozess wird mit der besseren Losung solange neu gestartet, bis keine Verbesserung
mehr eintritt.

Verfahren 9.1: Heuristik SWAP-Center

1. Initialisierung
Gegeben ist eine Instanz eines p-Center-Problems mit n Knoten, einer Losung von p Standorten in
einem Array S und einer Maximalentfernung der Lésung M.
Eine boolesche Variable ,geandert kontrolliert, ob eine Senkung der Maximalentfernung
eingetreten ist. In einem Array Z werden temporére Standortkonfigurationen gespeichert.

2. Verarbeitung
Repeat
Geandert := False
Fori:=1 Top Do
Begin
Z:=S
Streiche in Z den Standort i
Knoten i wird Nicht-Standort
For k:=1 To n Do
If Not (k ist Standort) Then
Begin
Mache k zum Standort und nehme k in Z auf
Berechne die Maximalentfernung M’ der Konfiguration Z
If M <M Then
Begin
M:=M
S:=Z
Geandert := True
Verlasse die FOR-Schleifen k und i
EndIf
Streiche in Z den Standort k
Knoten k wird Nicht-Standort
EndIf // If not (k ist Standort)
EndFor //For i
Until not geandert

In dieser Heuristik wird jede Verbesserung sofort fortgeschrieben. Man kann auch Gberprifen, welcher
Standortaustausch die grofite Verbesserung erzielt und diese dann fortschreiben.

9.4 Covering-Probleme

9.4.1 Uberblick

Covering-Probleme sind mit dem p-Center-Problem verwandt, zielen jedoch stérker auf die Einhaltung eines
vorgegebenen Service-Niveaus bei der Ansiedlung von Servicezentren bzw. Outlets ab. Dabei wird
angenommen, dass die Kunden in den Knoten i des Netzwerkes angesiedelt sind und dass auch nur dort
Servicezentren bzw. Outlets aufzubauen sind. Das Ziel besteht in der Versorgung (,,Covering®) der Kunden mit
einer minimalen Anzahl von Servicezentren bzw. Outlets, wobei jeder Kunde i in einer gegebenen
Maximalentfernung (bzw. maximalen Fahrtzeit) S; vom néchsten Servicezentrum bzw. Outlet entfernt sein soll.
Im folgenden sollen zwei Arten von Covering-Problemen behandelt werden:

e Covering Location Probleme und
e Maximal Covering Location Probleme.
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9.4.2 Das Covering Location Problem

Das Covering Location Problem geht von der Fragestellung aus, in welchen Orten in einem Siedlungsgebiet
Outlets zu er6ffnen sind, damit die Kunden i nicht mehr als eine vorgegebene Maximalentfernung Si zum Outlet
zuriickzulegen haben und zugleich die Gesamtzahl der Outlets minimiert wird.

Mit dem gleichen Modellansatz kann man von einer gegebenen Verteilung von Outlets in einem Liefergebiet
ausgehen und fragen, wie die Outlets von Regionallagern beliefert werden kénnen. Die Radien der
Erreichbarkeit S; stellen ein MaR dafur dar, mit welchem Servicegrad das Outlet i von einem Regionallager aus
versorgt zu werden wiinscht. Gefragt wird, in welchen Knoten Regionallager anzusiedeln sind, damit die
Fahrtstrecke (bzw. Fahrtzeit) zu jedem Outlet i den Radius der Erreichbarkeit S; nicht ubersteigt und die Zahl der
erforderlichen Regionallager-Standorte minimiert wird.

Diese Fragestellung kann als ein Integer Programming Problem formuliert und zumeist auch einfach geldst
werden. Dazu werden folgende Vereinbarungen getroffen: Vorab werden mit einem Kiirzesten-Wege-Verfahren
im Netzwerk die Entfernungen d(i,j) zwischen Knoten i und j auf den kiirzesten Wegen von i nach j bestimmt.
Fir jeden Knoten i seien die Radien der Erreichbarkeit S; > 0 gegeben. Fiir jeden Knoten i sei U; die Menge der
Standorte j, von denen aus ein Regionallager das Outlet im Knoten i in der von S; begrenzten Entfernung
erreichen kann. Dann ist

Ui={jeV: d(j,i) <Si }, i=1..n.

Man spricht auch davon, dass ein Knoten j € U; den Knoten i tiberdeckt, d.h. versorgt, wobei man von der
Vorstellung ausgeht, dass der Lagerstandort j den Knoten i versorgt. Die Uberdeckungsmengen U; definieren
dann die 0-1-Matrix A=(a;) durch

aij = 1, wenn j € U und a;; = 0 sonst, i,j=1...n

Inhaltlich bedeutet a;; = 1, dass der Knoten j den Knoten i iberdeckt. Wenn alle Radien S; gleich sind, ist die
Matrix A symmetrisch, da wir ungerichtete Netzwerke zugrundelegen. Fir ungerichtete Netzwerke ist auch
d(i,j) = d(j,i) und damit im Falle, dass alle Radien S; gleich sind, auch j € U; & i e U;.

Mit den Bindrvariablen x;, die anzeigen, ob im Standort j ein Regionallager er6ffnet wird (x; = 1) oder nicht (x;=
0), kann dann das Covering Location Problem wie folgt als ein Integer Programming Problem formuliert
werden:

(CLP) Minimiere z = "X,

i1

unter den Restriktionen

Zn:aijxj >1,i=1..n
j=1
X; 6{0,1}

Die Zielfunktion minimiert die Summe der erforderlichen Lagerstandorte, wahrend die Restriktionen besagen,
dass jedes Outlet i von mindestens einem Regionallager versorgt (,,iiberdeckt™) werden muss. Die Zahl der
Lagerhausstandorte alleine zu betrachten ist dann sinnvoll, wenn die monatlichen Betriebskosten an den
Standorten in etwa gleich sind. Sind diese jedoch stark unterschiedlich, so ordnet man jedem potentiellen
Lagerhaus im Knoten i die monatlichen Betriebskosten als Fixkosten F; zu, und man kann anstelle der Anzahl
der Lagerhduser dann besser die Summe der monatlichen Fixkosten als Zielfunktion minimieren. Die
Zielfunktion hat dann die Gestalt:

n
Minimiere z = Zijj

=1
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Wir geben folgendes Beispiel 9.1, an dem die Herleitung der Bindrmatrix A studiert werden kann und mit dem
gezeigt wird, wie die Matrix A reduziert werden kann, bevor sie in die Optimierung von (CLP) eingesetzt wird.

Beispiel 9.1

Die Commerciale Transport GmbH beliefert Outlets in 8 benachbarten Stadten, die in folgendem Netzwerk von
Abbildung 9.3 dargestellt sind und das die Fahrtzeiten in Stunden zwischen den Stadten enthalt. Die Outlets in
den Stédten 1,2,6,7 wollen in 5 Stunden beliefert werden, die Outlets in den Stadten 3,4,5,8 in 10 Stunden. Die
Commerciale Transport GmbH méchte ihr Distributionssystem neu ordnen und fragt, in welchen Stadten sie
Regionallager ansiedeln soll, um die Gesamtzahl der Lager zu minimieren.

Abbildung 9.3: Beispiel 9.1 zum Covering-Location-Problem
Wir erhalten auf Grund der Daten folgende Uberdeckungsmengen Ui :

1. Standorte, die Kunden i (Outlets) in maximal 5 Stunden erreichen:
i=1:U;={1,67}
i=2: U, ={2,7}
i=6: Us={1,6,7}
i=7:U;={1,26,7}

2. Standorte, die Kunden i (Outlets) in maximal 10 Stunden erreichen:
i=3: Us={2,3458}
i=4: U, = {3,458}
i=5: Us={3,45,68}
i=8: Us={2,345,78}

Daraus ergibt sich die 0-1-Matrix A:

Lagerstandort j —
Outletstandort i ¢

O~NO U WN P

OFRPRFRPOO0OOOR|
PR OOORRO| N
RPOORRRLROO| W
POORRRLROO| &
POORRERLROO| U
ORrRPRROOCOR| O
PR PRPOOORR| N
POORRRLROO| ®

Tabelle 9.1: 0-1-Matrix A des Covering Location Problems im Beispiel 9.1

Liest man die Matrix A zeilenweise, so bedeutet die Zeile i, dass Outlet i von den Standorten j versorgt werden
kann, wo Einsen in der Zeile i stehen, d.h. i € U;. Damit wird eine Zeile i von der Menge Uj reprasentiert.

Dagegen lassen die Spalten j erkennen, welche Outlets von einem Lagerstandort j versorgt werden kénnen.

Reduktionstechniken:
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Bevor die Integer Programming Problem Formulierung des Covering Location Problems mit der Matrix A geldst
wird, kann durch logische AusschlieRungstiberlegungen und Dominanztests geprift werden, ob in der 0-1-
Matrix A Zeilen oder Spalten gestrichen werden und so a priori Werte fiir die bindren Entscheidungsvariablen x;
festgelegt werden kénnen. Man spricht auch von einer Reduktion der Matrix A. Erfahrungsgemal kann man mit
der Reduktion die Dimension des Problems erheblich verkleinern. Um die Reduktionstechniken durchzuftihren,
bezeichnen wir mit L; die Menge der Outlets, die vom Lagerstandort j aus versorgt werden kénnen, d.h.

L= {keV: d(jK) < Sc},j=1..n.

Die Mengen L; reprasentieren die Spalten der 0-1-Matrix A mit den Zeileneintragungen eins. So ist zum Beispiel
Ls; ={3,4,5,8 }. Dieses sind die Positionen der Eins in der Spalte 3 von A. Zu beachten ist, dass Knoten 2 nicht
zu L3 gehért, da ein Outlet am Standort 2 einen Liefer-Service von 5 Stunden erfordert, der vom Lagerstandort in
3 nicht eingehalten werden kann. Sind alle Serviceradien gleich, S=S, k=1...n, und sind die Distanzen d(j,k)
symmetrisch, so ist die Matrix A symmetrisch, d.h L; = Ui, i=1...n.

Test auf unzuléssige Zeilen: Wenn fir eine Zeile s gilt, dass Us = &, dann gibt es keine zuléssige Lésung fur
CLP.

Test auf zulassige Zeilen: Wenn fiir eine Zeile s und eine Spalte t gilt, dass Us = {t}, dann ist x; = 1 erforderlich
fiir eine zuldssige Losung von CLP. Zeilen i € Lt von A kdnnen gestrichen werden.

Test auf Zeilendominanz: Wenn in A zwei Zeilen s und t vorliegen mit Us < U, dann kann Zeile t gestrichen
werden. Wenn Us = Uy, dann wird eine der beiden Zeilen s oder t gestrichen. Das lasst sich so interpretieren,
dass jedes Lager, das Knoten s versorgt, auch Knoten t versorgt. Daher kann die zum Knoten t gehérige
Restriktion im Modellansatz (CLP) gestrichen werden, da sie bereits von jeder Lésung befriedigt wird, welche
die Restriktion zu Knoten s erfiillt.

Test auf Spaltendominanz: Wenn in A zwei Spalten s und t vorliegen mit L; < Ls , dann gibt es eine optimale
Losung mit x; = 0. Die Spalte t kann gestrichen werden. Wenn L: = Ls, dann wird eine der beiden Spalten s oder
t gestrichen. Das kann folgendermalien interpretiert werden: Wenn der Lagerstandort am Knoten s alle Kunden
abdeckt, die bereits von einem Lagerstandort in Knoten t beliefert werden kénnen, so kann der Knoten t als
Lagerstandort entfallen.

Wenn wir die Reduktionstechniken auf die Matrix A von Beispiel 9.1 anwenden, erhalten wir folgende Schritte:
1. Testauf zuldssige Zeilen: Keine Menge U; mit einem Element liegt vor.

2. Test auf Zeilendominanz: Wir erkennen Ui < Us < U7, Uz < U7, Uz < Ug Us < Uz < Ug, Us < Us. Damit

streichen wir die Zeilen 3,5,6,7,8 und erhalten folgende reduzierte Matrix A:

Lagerstandort j —

Outletstandorti 4 |+ 2 3 4 5 6 7 8
1 1 0 0 0 0 1 1 O
2 0O 1 0 0 0O O 1 O
4 0O 0 1 1 1 0 0 1

Tabelle 9.2: 0-1-Matrix A des Covering Location Problems nach Zeilenreduktion

3. Test auf Spaltendominanz: Wir erkennen Ly < Ls < L7, Lo < Ly, sowie L3 < Ls < Ls < Ls, streichen die

Spalten 1,2,3,4,5 und 6, setzen X1, X2, X3, Xa, Xs und Xg gleich Null und erhalten folgende reduzierte Matrix A:

Lagerstandort j —
Outletstandort i 4
1
2
4

Tabelle 9.3: 0-1-Matrix A des Covering Location Problems nach Spaltenreduktion

oOr k| N
= OO

Mit der Reduktionstechnik ist die Dimension des Problems erheblich verkleinert worden. Das reduzierte
Problem I&sst erkennen, dass nur noch die drei Standorte 6,7,8 als Lagerstandorte in Frage kommen. Wahlt man
Standort 6, so mussen zusétzliche Lager an den Standorten 7 und 8 eingerichtet werden, um alle verbliebenen
Outlets 1,2,4,5 zu versorgen. Damit waren drei Lager erforderlich. Die Losung mit zwei Standorten 7 und 8 ist
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dagegen besser, da hier nur zwei Standorte erforderlich sind. Diese Lésung ist optimal, da keine Lésung mit nur
einem Standort maoglich ist, wie man aus der reduzierten Matrix ablesen kann.

Das Covering Location Problem weist die Besonderheit auf, dass es als Integer Programming Problem
Formulierung zumeist in einfacher Weise zu Isen ist. Die Integer Programming Problem Formulierung des
Covering Location Problems (CLP) wird zunéchst als eine Relaxation geldst, indem anstelle der Binarvariablen

stetige Variable 0 < xj <1 zugelassen werden. Diese Relaxation wird als (CLPR) bezeichnet:

n
(CLPR) Minimiere y = lexj

J=
unter den Restriktionen

D agx; =1i=1.n
=l
0<x;<Lj=1.n

Das Problem CLPR ist eine Relaxation von CLP, da jede zuldssige Losung von CLP auch eine zuléssige Ldsung
von CLPR ist. Daher ist y* < z* , wenn man mit y* und z* die Minimalwerte von CLPR und von CLP
bezeichnet. Wenn die optimale Lésung y* von CLPR bindr ist, so ist damit ebenfalls die optimale Lésung fiir
CLP gegeben.

Zwar tritt dieser Fall haufig ein, jedoch ist im allgemeinen die optimale Ldsung y* von CLPR nicht ganzzahlig.
Dann werden in CLPR in folgender Weise Schnitt-Ungleichungen als zusatzliche Restriktionen solange
schrittweise aufgenommen, bis die Ganzzahligkeit der optimalen Lésung erreicht ist:

Bezeichnet man mit[ y* | die kleinste ganze Zahl oberhalb von y*, so folgt aus der Ganzzahligkeit der Lésung
von CLP und aus der Relation y* < z*, dass [ y* | < z* zu gelten hat. Wenn also die Schnitt-Ungleichung

ngﬂﬂ

zusétzlich in die Restriktionen von CLPR aufgenommen wird, dann ist daftir gesorgt, dass der Zielfunktionswert
einer jeden zulassigen Losung von CLPR oberhalb von [ y* ] liegt.

Anzumerken ist, dass die einfache Ldsbarkeit des Covering Location Problems durch Einfligen von Schnitt-
Ungleichungen in die Relaxation einen Sonderfall darstellt. Dagegen sind Set Covering Probleme und Maximal
Covering Location Probleme im allgemeinen nicht mit dieser Technik l6sbar.

Das folgende Beispiel 9.2 illustriert die Ldsungstechnik fiir ein Problem mit 6 Standorten auf und zeigt, dass in
diesem Fall die Reduktionstechniken nur zum Streichen einer Spalte und Zeile der Matrix A fuhren.

Beispiel 9.2

Die Speedway Transport GmbH mdochte Outlets in 6 benachbarten Stédten beliefern, die in folgendem Netzwerk
von Abbildung 9.4 dargestellt sind und das die Fahrtzeiten in Stunden zwischen den Stadten enthélt. Die Outlets
in den Stadten sollen in maximal 12 Stunden von einem Regionallager beliefert werden. Die Speedway
Transport GmbH mdchte ein Distributionssystem aufbauen und fragt, in welchen Stadten sie Regionallager
ansiedeln soll, um die Gesamtzahl der Lager zu minimieren.
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Abbildung 9.4: Beispiel 9.2 zum Covering Location Problem

Aus den angegebenen Daten kdnnen wir folgende Mengen U; herleiten:

i=1:U;={156} i=4: Us={456}
i=2: U,={2,35,6} i=5:Us={1,2345}
i=3: Us;={2,356} i=6: Us={1,2346}

Die Mengen U; definieren die folgende Matrix A:

Lagerstandort j —
Outletstandort i ¢

OUAWN R

PROOOR| K
PRORRO| N
PRORRO|l W
PrRrRoOO| &
ORRRRERERl O
RPORRRRH o

Tabelle 9.4: 0-1-Matrix A des Covering Location Problems im Beispiel 9.2
Die Reduktion zeigt, dass Uz = Us. Damit kann Zeile 2 gestrichen werden. Da alle Erreichbarkeitsradien gleich
sind und die Distanzen d(k,j) symmetrisch sind, ist die Matrix A symmetrisch, d.h. L = U;, i=1...n. Dann ist L, =

Ls, und Spalte 3 kann nach den Reduktionsregeln gestrichen werden. Als Optimierungsproblem (CLPR) bleiben
dann 5 Variable x; mit 5 Nebenbedingungen:

Minimiere y = X x;

Unter den Bedingungen:

X1 + X5 + Xg >1
X2 + X5 + Xg >1

Xa + X5 + Xg 21

X1+ X2 + X4+ Xs >1
X1+ X2 +Xg + Xs >1

Als Losung dieses Problems ergibt sich unter Einsatz der Optimierungssoftware Lindo, dass y* = 1.4 mit x; =
0.2, x2=0.2, X4 = 0.2, xs = 0.4, Xs = 0.4. Die ganzzahlige Lésung von (CLP) muss also oberhalb von[1.4]=2
liegen. Wenn wir die Schnittungleichung X1 + X2 + X2 + Xs + X > 2 in die Nebenbedingungen einfligen und das
Problem erneut 16sen, erhalten wir y* = 2.0 mit x; = 0.5, X2 = 0.5, x4 = 0.5, x5 = 0, X¢ = 0.5, und damit noch keine
Loésung mit Bindrvariablen. Setzen wir probeweise zusétzlich x1=0, so erhalten wir die ganzzahlige Lésung y* =
2mitx; =0, X2 =0, xa =1, Xs =1, X¢ = 0. Damit sind Regionallager in den Standorten 4 und 5 einzurichten.

9.4.3 Das Maximal Covering Location Problem

Betrachtet man das Covering Location Problem im Kontext der Ansiedlung von Outlets in einem
Siedlungsgebiet, so wird deutlich, dass das Kriterium der maximalen Entfernung bei der Ansiedlung von Outlets
nicht die Kaufkraft einer Region berlicksichtigt, so dass eventuell dort ein Outlet angesiedelt werden konnte, wo
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nur geringe Umsétze erzielt werden. Umsatzschwache Regionen mit einem Outlet zu versorgen (,,abzudecken®),
ist jedoch betriebswirtschaftlich nicht unbedingt sinnvoll; vielmehr ist ein Ausgleich zwischen den zusétzlichen
Kosten zur Einrichtung eines Outlets und den erwarteten Umséatzen zu suchen. Dieses zur Ansiedlung von
Outlets abgewandelte Covering-Problem hat das Ziel, mit einer vorgegebenen Anzahl von Outlets und
vorgegebenen Service-Niveaus S; das Marktpotential so weit wie mdglich auszuschépfen. Man spricht dann vom
,,Maximal Covering Location Problem.

Um das Maximal Covering Location Problem zu formulieren, legen wir fiir jedes Outlet i einen
Entfernungsradius S; fest, welcher das Service-Niveau der Erreichbarkeit eines Outlets durch die Kunden
determiniert, und bestimmen fiir jeden Knoten i als potentiellen Standort eines Outlets die Menge L; der von
Knoten i aus im Radius S; erreichbaren Kunden k:

Li={keV:d(i,k)<Si} i=l.n.

Jeder Kunde keL; erzeuge im Outlet i eine Nachfrage Dy. Dabei wird implizit angenommen, dass die Nachfrage
Dix der Kunden k nach Produkten eines Outlets i einer Kette eine fallende Funktion der Weglénge ist, die der
Kunde zum Outlet zuriicklegen muss. Da die Ketten in Wettbewerb zueinander stehen, gibt es eine
Maximalentfernung, jenseits derer die Nachfrage auf null fallt; Kunden ziehen dann ein néher gelegenes Outlet
einer anderen Kette vor. Wir nehmen zur Vereinfachung an, dass ein Outlet i nur die Nachfrage Dy der Kunden k
e Lj innerhalb des Service-Radius S; befriedigt. Gefragt wird danach, wo Outlets anzusiedeln sind, wenn die
maximale Anzahl p der Outlets fest vorgegeben ist, 1< p <n, und das Ziel darin besteht, die Nachfrage soweit
wie moglich auszuschopfen. Das Maximal Covering Location Problem kann dann wie folgt als Integer
Programming formuliert werden mit der Zielfunktion:

MAX 3"x, D,

ij=1

wobei die Variablen x;; Binérvariable sind, die ausdriicken, ob Kunde j an Outlet i angeschlossen ist oder nicht:
xij = 1, wenn Kunde j an Outlet i angeschlossen ist, d.h. j € Li, i,j =1...n,

xij = 0, wenn Kunde j nicht an Outlet i angeschlossen ist, d.h. j ¢ L, i,j=1...n.

Fur die Nebenbedingungen werden Binérvariable y; eingefihrt, die anzeigen, ob am Standort i ein Outlet
eingerichtet wird oder nicht:

yi = 1, wenn am Standort i ein Outlet eingerichtet wird, und

yi = 0, wenn am Standort i kein Outlet eingerichtet wird.

Um die optimale Anordnung der p Outlets zu bestimmen, ist die Zielfunktion unter den folgenden
Nebenbedingungen zu maximieren:

® Xy, <p
2 Dy <1,i=l.n

3) D x; =y, furi=l.n

eN;

4) v, > X fur je Li, i=1..n

Die Zielfunktion summiert die auf die Outlets bezogene Nachfrage: Wenn y; = 0, dann werden Nachfragen D;
mit j € L; in der Zielfunktion nicht summiert.

Die Nebenbedingung (1) besagt, dass hdchstens p Outlets eingerichtet werden sollen, Nebenbedingung (2), dass
pro Nachfragegebiet L; hochstens ein Outlet eingerichtet werden soll, Nebenbedingung (3), dass yi = 0 ist, also
kein QOutlet eingerichtet werden soll, wenn kein Kunde eines Nachfragegebietes an ein Outlet angeschlossen ist,
Nebenbedingung (4), dass yi = 1 ist, also ein Outlet eingerichtet werden soll, wenn mindestens ein Kunde eines
Nachfragegebietes an ein Outlet angeschlossen ist. Mit den Nebenbedingungen (3) und (4) werden die
Variablengruppen x;; und y; logisch verknipft.
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Das Maximal Covering Location Problem kann fir groRe n und fir p > 3 nur nur mit Branch and Bound
Verfahren oder mit heuristischen Verfahren geldst werden. Im folgenden wird eine Heuristik vorgestellt, die von
identischen Radien S der Erreichbarkeit ausgeht und die schrittweise die Nachfragegebiete von noch nicht
versorgten Kunden bestimmt und dann jeweils das Nachfragegebiet mit der gréf3ten Nachfrage mit einem Outlet
versieht.

Das Verfahren Maximal Covering Location ist ein Greedy-Verfahren, das unter den ausstehenden Liefergebieten
jeweils dasjenige mit der grofiten aggregierten Liefermenge auswahlt. Indem die Zahl der Liefergebiete auf p
begrenzt wird, erreicht man, dass nur die Regionen mit der groiten Kaufkraft versorgt werden. Die tibrigen
Kunden missen dann langere Wege zuriicklegen. Da die ausgewahlten Liefergebiete bei jedem Durchlauf der
Schleife (2) eine kleinere aggregierte Nachfragemenge aufweisen, kann man diesen Abnahmeeffekt dadurch
kompensieren, dass bei jedem Durchlauf der While-Schleife der Radius der Erreichbarkeit um etwa 10%
vergroRRert wird.
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Verfahren 9.2: Maximal Covering Location Problem

1. Initialisierung
Lege p und S fest. Jeder Knoten hat den Status ,nicht versorgt®.
Setze Zahler k=0 (z&hlt die vergebenen Outlets)

2. Verarbeitung
While k < p And nicht alle Knoten sind versorgt Do
Begin
2.1. Berechne fir jeden nicht versorgten Knoten i die Nachfragegebiete
Li={ k e V: d(i,k) < S, kst nicht versorgt }
2.2. Wahle den Knoten i mit dem Nachfragegebiet L; aus,
das die grofite Nachfrage X { Dj:j € Li } reprasentiert.
2.3. Richte in Knoten i ein Outlet ein.
Setze den Status der Knoten j e Liauf versorgt.
Zahle k fort: k=k+1.
EndWhile

3. Terminierung
k=p oder alle Knoten sind versorgt.

Wenn man die Losungsergebnisse der Prozedur ,,Maximal Covering Location Problem® betrachtet, so fallt eine
starke Trennung der einzelnen Nachfragegebiete auf, die zuweilen recht schematisch erscheint. Um weichere
Ubergange zwischen den einzelnen Liefergebieten zuzulassen, ist fiir die Definition der Liefergebiete L; im
Schritt 2.1 der Prozedur eine Uberschneidung zwischen 5% und 20% mit Kunden vorzusehen, die bereits
versorgt sind. Die Basis fur die Prozentangaben ist die aggregierte Nachfragemenge des zuletzt erzeugten
Liefergebietes. Ein Teil der Kunden besitzt dann die Wahl zwischen zwei oder mehr Outlets innerhalb des
Erreichbarkeitsradius S. Ferner ist zu beachten, dass die Prozedur ,,Maximal Covering Location Problem*
Liefergebiete ausweist, ohne dabei darauf Riicksicht zu nehmen, ob der Standort des Outlets zentral im
Liefergebiet liegt oder am Rande. Randlagen sind jedoch in Hinsicht auf die aufzuwendende Transportleistung
ungunstig. Daher ist eine Nachoptimierung vorzunehmen, welche innerhalb der ermittelten Liefergebiete den
Standort des Outlets als Median zentralisiert — eine Vorgehensweise, die in Abschnitt 9.5 erlautert wird.

Wenn man die Zahl p der Outlets als eine Variable auffasst, so sind wegen der Greedy-Struktur der Prozedur
,»,Maximal Covering Location Problem* die Losungsergebnisse fiir eine Zahl p zugleich Losungsergebnisse fiir
die Zahlen p-1, p-2, p-3,...,1.

Beispiel 9.3

Gegeben ist die Bundesrepublik Deutschland als Liefergebiet, das als ein Netzwerk bestehend aus 69
Grofstadten und den sie verbindenden Autobahnen (ersatzweise Landstrallen) repréasentiert wird. Die Nachfrage
der GroRstadte wird von der Tabelle 9.5 in Tonnen dargestellt. Gefragt wird, wie die Nachfrage mitp =9
Standorten von Regionallagern am weitesten ausgeschopft werden kann. Zur Beantwortung dieser Frage wird
das am Lehrstuhl entwickelte Softwaretool Euronetz eingesetzt.® Ein Radius der Erreichbarkeit S von 120
Minuten Fahrtzeit wird angenommen, wobei auf den Autobahnen eine Durchschnittsgeschwindigkeit von
80km/h unterstellt wird. Die errechneten Standorte werden von Tabelle 9.6 dargestellt. Man erkennt sehr gut,
wie die aggregierten Mengen, die von einem Standort verteilt werden, am ersten Standort Bochum am gréRten
sind, und dann schrittweise abnehmen. Insgesamt kénnen 95% der Gesamtnachfrage mit den 9 Regionallagern
mit einem Service-Niveau von 120 Minuten Erreichbarkeit abgedeckt werden.

3 Eine Demo-Version der Software kann von folgender Internet-Seite heruntergeladen werden:
www.wirtschaft.uni-kassel.de/vahrenkamp/software.html
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Stadt Menge (t) Stadt Menge (t) Stadt Menge (1)
lAachen 40 Halle 465 Munster 45
lAugsburg 50 Hamburg-S 220 Nurnberg 754
Berlin-S 245 Hamm 46 Oberhausen 550
Bielefeld 23 Hannover-S 203 (Offenbach 77
Bochum 523 Heilbronn 456 Oldenburg 255
Bonn 255 Herford 55 Osnabriick 24
Braunschweig 57 Kaiserslautern 230 Pforzheim 57
Bremen 764 Karlsruhe 453 Potsdam 421
Bremerhaven 433 Kassel 46 Recklinghausen 57
Chemnitz 25 Kiel 342 Regensburg 57
Darmstadt 57 Koblenz 46 Remscheid 424
Dortmund 626 KdéIn-S 110 Rostock 300
Dresden 34 Leipzig 432 Saarbriicken 574
Duisburg 626 Leverkusen 256 Schwerin 45
Dusseldorf 56 Lindau 189 Sindelfingen 105
Erfurt 562 Ludwigshafen 743 Solingen 67
Essen 262  |Magdeburg 57 Stuttgart 457
Frankfurt/Oder 200 |mainz 335  [Trier 90
Frankfurt-wW 123 |Mannheim 34 Ulm 43
Freiburg 45  |Memmingen 56  |wiesbaden 46
Fulda 79 |M(‘jnchengladbach 135 \Wolfsburg 357
Géttingen 45  |Mulheim/Ruhr 18 |Wuppertal 442
Hagen 456 |MUnchen-S 250 \Wirzburg 572

Tabelle 9.5: 69 GroRstadte mit Nachfragemengen

Stadt Lager Menge (t) Menge (%)
Bochum R1 5.096 31%
Ludwigshafen R2 3.883 23%
Leipzig R3 1.939 12%
Bremen R4 1.452 9%
Nirnberg R5 1.433 9%
\Wolfsburg R6 719 4%
Kiel R7 562 3%
Rostock R8 300 2%
Lindau R9 288 2%
Gesamt 15.672 95%

Tabelle 9.6: Neun Standorte flir Regionallager

Die einzelnen Zuordnungen der GroRstédte zu den Regionallagern werden in Tabelle 9.7 ausgewiesen. Dort wird
auch deutlich, dass sieben Stadte mit einer Gesamtnachfrage von 910 Tonnen wegen Uberschreitung des
Fahrtzeitradius von S=120 Minuten nicht zugeordnet werden konnten. Diese Stadte sind dann nachtréglich an
das jeweils nachste Regionallager anzuschlief3en.
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Fahrtzeit in Fahrtzeit in
Stadt Menge (t) Minuten Stadt Menge (t) Minuten
R1 - Bochum R3 - Leipzig
Bochum 523 0 Leipzig 432 0
[Aachen 40 99 Chemnitz 25 44
Bielefeld 23 84 Dresden 34 99
Bonn 255 76 Erfurt 562 61
Dortmund 626 10 Halle 465 16
Duisburg 626 35 Potsdam 421 104
Dusseldorf 56 41 Summe 1.939
Essen 262 21 R4 - Bremen
Hagen 456 21 Bremen 764 0
Hamm 46 39 Bremerhaven 433 80
Herford 55 98 Oldenburg 255 24
KoéIn-S 110 62 Summe 1.452
Leverkusen 256 45 R5 - Nurnberg
|IMénchengladbach 135 64 Nurnberg 754 0
Mulheim/Ruhr 18 31 [Augsburg 50 105
Munster 45 57 Regensburg 57 72
Oberhausen 550 29 \Wirzburg 572 105
Osnabriick 24 94 Summe 1.433
Recklinghausen 57 13 R6 - Wolfburg
Remscheid 424 27 \Wolfsburg 357 0
Solingen 67 24 Braunschweig 57 30
\Wuppertal 442 14 Gottingen 45 105
Summe 5.096 Hannover-S 203 61
R2 - Ludwigshafen Magdeburg 57 61
Ludwigshafen 743 0 Summe 719
Darmstadt 57 51 R7 - Kiel
Frankfurt-w 123 75 Kiel 342 0
Koblenz 46 104 Hamburg-S 220 75
Heilbronn 456 64 Summe 562
Kaiserslautern 230 39 R8 - Rostock
Karlsruhe 453 52 Rostock 300 0
Mainz 335 53 Summe 300
Mannheim 34 19 R9 - Lindau
Offenbach 77 74 Lindau 189 0
Pforzheim 57 73 Memmingen 56 57
Saarbricken 574 88 Ulm 43 99
Sindelfingen 105 98 Summe 288
Stuttgart 457 92 Nicht zugeordnet
Trier 90 117 Berlin-S 245 129
\Wiesbaden 46 65 Frankfurt/Oder 200 173
Summe 3.883 Freiburg 45 143
Fulda 79 149
Kassel 46 154
Minchen-S 250 122
Schwerin 45 155
Summe 910

Tabelle 9.7: Die Zuordnung der Stédte zu den 9 Regionallagern

9.5 Das Median-Problem

Das Median-Problem bildet modellhaft die Ansiedlung eines Zentral-Lagers zur Versorgung von Outlets in
einer Region mit Konsumgiitern ab. Wahrend es bei der Ansiedlung von Service-Centern und Outlets um die
Begrenzung der maximalen Entfernung ging, die ein Kunde zurlickzulegen hat, geht es bei dieser
Problemstellung um die kleinste Summe der gewichteten Entfernungen des Zentral-Lagerstandorts zu den
Outlets in der Region. Ordnet man jedem Outlet im Knoten i eine Nachfrage nach Konsumgutern der GréRe D
zu, so spielt bei der Ansiedlung eines Zentral-Lagerstandorts die Transportleistung eine Rolle, die fur die
Versorgung der Outlets aufzuwenden ist und die als Entfernung multipliziert mit der Menge definiert ist, also als
d(k,i)*D;, wenn Outlet i vom Lagerstandort k versorgt wird. Das Kriterium der Transportleistung wird gewéhilt,
weil angenommen wird, dass die Transportkosten eine ansteigende Funktion der Transportleistung darstellen.
Die Transportleistung zu minimieren heif8t dann, zugleich die Transportkosten zu minimieren. Der Standort fiir
ein Zentrallager mit der geringsten Transportleistung kann in einfacher Weise durch Bestimmung der
Transportleistung Uber alle Standorte k ermittelt werden und stellt den Median im Netzwerk dar.



Standorte in Netzwerken 114

9.6 Das p-Median-Problem und das unkapazitierte Warehouse Location
Problem

9.6.1 Uberblick

Beim p-Median-Problem sind p Standorte fiir Regionallager zur Versorgung von Outlets in einem Gebiet so
auszuwéhlen, dass die Summe der Transportleistungen von den Regionallagern zu den Outlets minimiert wird.
Es gilt 1 < p <n, wobei das Median-Problem dann als p-Median-Problem fiir den Spezialfall p = 1 auftritt. Wir
betrachten daher im folgenden nur p > 1. Man nimmt eine durch p beschrénkte Anzahl von Lagerh&usern an, um
die Kosten flr den Aufbau und den Betrieb der Lagerh&user in Grenzen zu halten. Die Kostenverlaufe von
Transportkosten und Betriebskosten sind eine gegenlaufige Funktion von p und daher auszugleichen. Bei der
Einrichtung eines zusétzlichen Lagerstandorts verringert sich die mittlere Entfernung zu den Outlets. Daher
nehmen die gesamte Transportleistung und damit die Transportkosten mit jedem neu errichteten Lagerhaus ab,
wahrend die Summe der Betriebskosten ansteigt. Vom Gesichtspunkt des Marketings her ist allerdings eine
grofRe Zahl von Lagerhausern gefordert, um nahe den Outlets zu sein und diese schnell im Sinne von Quick
Response, Just-In-Time und Efficient Consumer Response versorgen zu kénnen. Indem fiir verschiedene Zahlen
p das p-Median-Problem geldst wird, kann die Summe von Transport- und Betriebskosten flr verschiedene
Werte von p bestimmt und so das Kostenminimum ermittelt werden.

Beim p-Median-Problem wird sowohl die Auswahl der p Standorte (Location) fir die Lager als auch die
Zuordnung der Outlets (Kunden) zu den Lagern (Allocation) simultan vorgenommen. Solange nicht die Kosten
fiir den Lagerdurchsatz, die Lagerkapazitit und den Betrieb der Lager mit in der Optimierung berlicksichtigt
werden, gilt als einfache Allocation-Regel, dass Outlets an das jeweils nachste Lager angeschlossen und von
dort versorgt werden.

Wir formulieren das p-Median Problem zunachst ohne monatliche Betriebskosten fiir die Lagerhauser
(Fixkosten), indem wir die Transportleistung minimieren (Transportleistungsmodell (TL(p)).

Wenn wir Bindrvariablen xy; einflihren, die anzeigen, ob Outlet i an Lager k angeschlossen ist (Xxi = 1), oder
nicht (xki = 0), dann sieht die Zielfunktion als Integer Programming Ansatz wie folgt aus:

TL(p) Min Z id(k,i)Dixki)

k=1 =1

Um die optimale Anordnung der p Lager zu bestimmen, ist die Zielfunktion unter den folgenden
Nebenbedingungen zu minimieren:

® Yy, <p

2 D X=1i-1n
k=1

(3) Yk = Xki, ki=1..n
4 yk=0,1,k=1...n

(5) i =0,1, k,i=1...n
(5A) xki= 0, k,i=1...n

Die Grolien yi sind Binarvariable, die anzeigen, ob am Standort k ein Lager eingerichtet wird (yx =1) oder nicht
(yx =1).

Die Nebenbedingung (1) driickt aus, dass hochstens p Standorte flir Lager gewéhlt werden missen. Mit den
Nebenbedingungen (2) wird sichergestellt, dass jedes Outlet an genau ein Lager angeschlossen wird. Hierdurch
wird auch sichergestellt, dass mindestens ein Lagerstandort gewéhlt wird und das triviale Kostenminimum null
ausgeschlossen wird, das eintritt, wenn tberhaupt keine Lagerstandorte eroffnet werden. Will man Ldsungen
anstreben mit genau p Lagerstandorten, dann ist die Nebenbedingung (1) auf "= p" zu &ndern. Die
Nebenbedingungen (3) sagen aus, dass die Outlets j nicht an das Lager k angeschlossen werden kénnen (xii = 0),
wenn dieses Lager nicht eingerichtet wird, d.h. yx = 0. Die Nebenbedingungen (4) und (5) beschreiben die
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Binérvariblen yi und x;. Durch die Zuordnungsrestriktion (2) ist allerdings sichergestellt, dass die Variablen X
nur die Werte 0 oder 1 annehmen, so dass die Nebenbedingung (5) zu (5A) relaxiert werden kann.

Die Formulierung des p-Median-Problems besitzt die gleichen Nebenbedingungen wie das p-Center-Problem.
Beide unterscheiden sich nur in der Zielfunktion. Wéhrend es sich beim p-Center-Problem um die Minimierung
einer nicht-linearen Max-Funktion handelt (,,Min-Max-Problem®), stellt die Zielfunktion des p-Median-
Problems die Minimierung einer linearen Summen-Funktion dar (,,Min-Sum-Problem‘) und kann daher mit den
Standardverfahren des Integer Programming behandelt werden.

Wird das p-Median-Problem als ein Gesamtkosten-Modell (GK(p)) formuliert, so sind die gewichteten
Transportleistungen d(k,i)*D;, in Kostensatze c.i umzuformulieren, die angeben, wie viel der Transport der
Mengen D; von Lagerhaus k zu Outlet i kostet. Ferner sind Fixkosten Fi fur den Betrieb der Lagerhéuser
einzufiihren, die als monatliche Betriebskosten interpretiert werden kénnen. Die Zielfunktion fiir das
Gesamtkostenmodell sieht dann als Summe von variablen und fixen Kosten wie folgt aus:

GK(p) N)l(lyN zckixki +ZFkYk
Yok K

Die Nebenbedingungen sind die gleichen wie beim Transportleistungsmodell.

An dieser Formulierung wird erkennbar, dass diese Formulierung des p-Median-Problems das unkapazitierte
Warehouse-Location Problem fiir den Spezialfall p=n enthélt, fir dass dann die Nebenbedingung (1) entfallen
kann, da sie fiir p=n sowieso erfillt ist. Beim Warehouse Location Problem geht es um die Ansiedlung von
Lagerhdusern in den Knoten des Netzwerkes, um Outlets (oder allgemeiner Nachfrager) zu versorgen. Wenn die
mit den variablen und fixen Kosten gegebenen Kostenstrukturen vorliegen, wird gefragt, an welchen Standorten
Lagerh&user einzurichten sind, um die Gesamtkosten der Versorgung zu minimieren. Unkapazitiert wird das
Problem genannt, da den Lagerh&usern keine Kapazitatsschranken mitgegeben werden. Das kapazitierte
Warehouse-Location Problem wird unten in Abschnitt 9.7 behandelt.

Die fiir beide Probleme, fiir das p-Median-Problem und fiir das unkapazitierte Warehouse-Location Problem,
entwickelten Losungsmethoden sind &hnlich, indem sie auf dem schrittweisen Aufbau von Fixkosten basieren,
denen Einsparungen an variablen Kosten gegeniibergestellt werden. Dieses ist fur die Heuristik von Kuehn und
Hamburger (siehe unten) der Fall wie auch fur die Lagrange-Relaxation von GK(p) (siehe unten).
Losungsmethoden werden hier fiir das Gesamtkosten-Modell vorgestellt. Diese kdnnen auch auf das
Transportleistungsmodell angewendet werden, indem alle Fixkosten = 0 gesetzt werden und die Kostensétze ci
als d(k,i)*D; interpretiert werden.

Als gemischt-ganzzahliges Optimierungsproblem bietet sich zur Lésung des p-Median Problems und des
unkapazitierten Warehouse-Location Problems ein Branch-and-Bound-Ansatz an, zumal sich diese
Problemklasse &dulerst gutmitig in dem Sinne verhalt, dass die optimale Lésung hdufig bereits im Wurzelknoten
des Branch and Bound Baums aufgefunden wird oder nahe daran. Der Branch-and-Bound-Ansatz ist so gestaltet,

dass mit Heuristiken obere Schranken z fiir die optimale Lésung hergeleitet werden. Fir die Bestimmung der
unteren Schranken z soll hier ein Ansatz mit der Lagrange-Relaxation gezeigt werden. Zunéchst werden die
Heuristiken vorgestellt. Dabei wird als Einflihrung zunéchst die Heuristik von Kuehn und Hamburger erlédutert,
bevor eine systematische Darstellung der Heuristiken fiir das p-Median-Problem erfolgt.

9.6.2 Die Heuristik von Kuehn und Hamburger fur das p-Median-Problem mit
Fixkosten — ein einfihrendes Beispiel

Der Ansatz von Kuehn und Hamburger besitzt einen didaktischen Wert, indem er die schrittweise Substitution
von variablen Kosten durch Fixkosten in einem Modell aufzeigt — ein Ansatz, der von den Heuristiken Add und
Drop, von der Lagrange-Relaxation von GK(p) und vom klassischen Warehouse-Location-Ansatz verfolgt wird.
Wir erldutern zunéchst die einzelnen Schritte und zeigen diese dann an einem Beispiel auf. Wir gehen von einer
Instanz des p-Median Problems mit n Knoten, Fixkosten F und variablen Kosten cyi aus (i, k = 1...n).

1. Schritt: Die Versorgung aller Absatzgebiete erfolgt zentral von einem Standort. Hierzu soll unter den
mdoglichen Lagerstandorten ein zentraler Ort (mit Index z) ausgewahlt werden, dessen Summe von fixen und
variablen Kosten minimal ist. Hierzu betrachten wir die Summen an den Standorten s:
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K +Zn:csi , s=1..n.
i=1

2. Schritt: Die zentrale Lésung wird verbessert, indem versuchsweise ein zweiter Lagerstandort mit Index s
eingeflhrt wird. Der zweite Standort verursacht variable Kosten cg; fiir das Absatzgebiet i, d.h. wenn das

Absatzgebiet i vollstandig von s aus versorgt wirde anstelle von z, so betragen die variablen Kosten dieser
Versorgung Cg;j anstelle von cj bei der zentralen Losung. Dann beléuft sich die Kostenanderung auf cg;j - ;.

Eine Versorgung von Absatzgebiet i durch Lager s wird aber nur dann vorgemerkt, wenn die Kosten&dnderung
negativ ist. Andererseits bringt der neue Standort s Fixkosten in Héhe von Fg mit. Ein Vergleich mit der

Einsparung bei den variablen Kosten zeigt, dass ein zweiter Standort nur dann vorteilhaft ist, wenn die Summe
der negativen Kostendnderungen bei den variablen Kosten die entstehenden Fixkosten Fs am Standort s
uberkompensiert:

Fs+ > min(0,c;—c,;) <0

In der Summe stellt der Ausdruck min(0, c¢si — Czi) sicher, dass nur tber negative Summanden summiert wird, die
bedeuten, dass die Versorgung vom Standort s kostengunstiger ist als die vom Zentrallager z. Der ganze
Ausdruck

R+ z min(0,c,, —c,;)

bedeutet die Kostensenkung bei Einrichtung des zusatzlichen Standortes s.

Im Umkehrschluss kénnen alle potentiellen Standorte s furr die weitere Analyse ausgeschlossen werden, die nicht
vorteilhaft sind:

Fs+ > min(0,c;—c,;) >0

Nun wéhlen wir den zweiten Lagerstandort s dort, an dem die Summe der negativen Kostenanderungen plus
Fixkosten am Kkleinsten wird, d.h. wo die hdchste Einsparung an Gesamtkosten erzielt wird:

Min( F, + Z min(0,c;—C ) )

3. Schritt: Ist der zweite Standort gefunden, so wird gefragt, ob ein dritter Standort vorteilhaft ist usw. Die
Standortwahl wird so lange erweitert, bis keine Verbesserung der Gesamtkosten maéglich ist. Mit jedem Schritt
wird ein Standort dem System hinzugefugt. Daher ruhrt die Bezeichnung Add-Algorithmus fur dieses Verfahren.

Beispiel 9.4

Als Beispiel erortern wir folgende Tabelle 9.8 mit funf Standorten fir das Lager ("von™) und fir Abnehmer
("nach™). Dort sind die variablen und fixen Kosten der Lagerstandorte in GE dargestellt:

Variable Kosten ¢ Summe der .
. Fixe Kosten

nach — variablen Gesamtkosten
von ¢ 1 2 3 4 5 Kosten Fi

1 0 50 110 40 30 230 20 250

2 70 0 40 90 70 270 70 340

3 10 80 0 10 50 150 110 260

4 20 80 100 0 20 290 20 380

5 60 130 10 30 0 230 50 280

Tabelle 9.8: Kostenstruktur des Standortbeispiels

Wir wéhlen den Standort 1 mit minimalen totalen Kosten von 250 GE. Es ergibt sich im ersten Ansatz eine
Versorgung der 5 Abnehmerstandorte durch das Zentrallager 1 (Abbildung 9.5):
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Abnehmer

Abbildung 9.5: Die Wahl des ersten kostenminimalen Standorts

In der Abbildung tragen die Versorgungspfeile die variablen Kosten der Versorgung durch Standort 1. Unter den
restlichen Standorten besitzt Standort 5 die grote Einsparung von 90 GE, wenn Abnehmer 3, 4 und 5 von Lager

5 aus versorgt werden. Die Einsparung von 90 GE kommt zustande durch eine Einsparung von 140 GE an

variablen Kosten und durch den Ansatz von 50 GE Fixkosten flir den Betrieb von Lager 5. Die Tabelle 9.9 zeigt
die Einsparungen bei der alternativen Versorgung durch andere Standorte. Die Versorgung von Abnehmern 3, 4
und 5 durch Lager 5 zeigt die Abbildung 9.6. Man erkennt, dass die urspringliche Verbindung von 1 nach 3 mit
den hohen variablen Kosten von 110 GE in dieser neuen Struktur zugunsten von Lager 5 aufgegeben wurde. Der
Versuch einer weiteren Verfeinerung scheitert. Fiir die folgende Analyse wird Lager 4 ausgeschlossen, da dieser
Standort in Tabelle 9.9 negative Einsparungen aufweist. Zusatzliche Einsparungen an variablen Kosten durch

Aufnahme von den Standorten 2 oder 3 sind nicht mehr moglich. Damit ist der Add-Algorithmus beendet.

Einsparung an var. Kosten gegeniiber Standort 1 | Summe | Zusétzliche | Einsparung

Abnehmer —» 1 2 3 4 5 Fixkosten insgesamt
Lager 2 0 -50 -70 0 0 -120 70 -50
Lager 3 0 0 -110 -30 0 -140 110 -30
Lager 4 0 0 -10 -40 -10 -60 90 30
Lager 5 0 0 -100 -10 -30 -140 50 -90

Tabelle 9.9: Einsparung an Kosten bei alternativer Versorgung

D

Lager

@ €

50

Abnehmer

Abbildung 9.6: Aufnahme eines zweiten Standorts

In ihrem Artikel zur Standortwahl geben Kuehn und Hamburger folgende Daten fir ein Distributionssystem in
den USA an. Dabei werden 6 verschiedene Standorte mit jeweils gleichen Fixkosten behandelt. Wir stellen den

Fall fiir 17.500 $ an (historischen) Fixkosten pro Lagerhaus dar. Die zentrale Lésung ist in Indianapolis
angesiedelt mit Kosten von 1.248.688 $. Mit Aufnahme jedes zusétzlichen Lagerhauses in bestimmten Stadten

sinken die gesamten Kosten des Distributionssystems wie folgt:
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Stadte Gesamtkosten in $
Philadelphia 1.085.120
Los Angeles 930.514
Seattle 906.429
San Francisco 901.967
Houston 900.645
Chicago 899.853
Tabelle 9.10

9.6.3 Heuristiken zur L6sung des p-Median Problems

Nach dem einfiihrenden Beispiel der Heuristik von Kuehn und Hamburger sollen an dieser Stelle die Heuristiken
fiir das p-Median Problem systematisch behandelt werden. Fiir eine kleine Knotenzahl bis zu n = 100 kann das p-
Median-Problem fiir p=2 oder p=3 durch Inspektion oder durch explizite Berechnung tber alle zwei- bzw.
dreielementigen Teilmengen der Knotenmenge V = {1,2,...,n} bestimmt werden. Fir grole Knotenzahlen n und
flr p > 3 kann das p-Median-Problem nur mit Branch-and-Bound-Verfahren oder mit heuristischen Verfahren
geldst werden. Als Heuristiken haben sich in der Standorttheorie die Add-Ansétze, die Drop-Anséatze und die
Austausch-Heuristik etabliert. Diese sollen im folgenden am Beispiel des p-Median-Problems erldutert werden.

Die Add-Heuristik geht zunéchst von einem Zentrallagerstandort aus und fuigt dann schrittweise Standorte
hinzu (,,Add*), bis p Standorte erreicht sind, oder bricht ab, bevor p Standorte erricht sind, wenn keine Abnahme
der Gesamtkosten (=Summe von Fixkosten und variablen Kosten) durch Einrichten eines neuen Standorts
erreicht werden kann. Bei der Einrichtung eines zusétzlichen Lagerstandorts verringert sich die mittlere
Entfernung zu den Outlets. Daher nehmen die variablen Kosten (die gesamte Transportleistung) mit jedem
Schritt ab. Dieser Abnahme der variablen Kosten steht aber ein Aufbau von Fixkosten gegenlber, die bei
Einrichtung eines neuen Standorts anfallen. Das Kriterium fur die Einrichtung eines zusatzlichen Lagerstandorts
in einem Knoten ist die groRte Abnahme der Summe von Fixkosten und variablen Kosten unter allen zur
Auswahl stehenden Knoten. Wenn keine Fixkosten vorliegen, d.h. Fi = 0, i=1..n, dann nehmen die Gesamtkosten
bei der Einrichtung eines neuen Standorts jedes Mal ab. Wir geben hier den Pseudocode fur das klassische ADD-
Verfahren an:

Verfahren 9.3: Add-Heuristik fir das p-Median-Problem

1. Initialisierung
Lege p fest, 1 < p < n. Setze Zahler k=1 (zahlt die vergebenen Lagerstandorte)
Bestimme den Standort i1, der die Summe von Fixkosten und variablen Kosten zu allen Outlets
minimiert und ordne alle Outlets dem Standort i1 zu.

2. Verarbeitung
While k < p Do
Begin
2.1. Berechne die Summe die Summe von Fixkosten und variablen Kosten ber
alle k Lagerstandorte.
2.2. Fur jeden Knoten i, der nicht Lagerstandort ist, fiihre folgende Schritte aus:
2.2.1. Richte einen (k+1)-ten Lagerstandort im Knoten i ein.
2.2.2. Ordne alle Outlets den Lagerstandorten nach dem Kriterium der niedrigsten
variablen Kosten zu und bestimme die Summe von Fixkosten und variablen
Kosten uber alle k+1 Lagerstandorte.
Bestimme die Abnahme der Kosten gegentber Schritt (2.1).
2.2.3. Streiche den (k+1)-ten Lagerstandort im Knoten i und ordne alle Outlets den
Lagerstandorten nach dem Kriterium der niedrigsten variablen Kosten zu.
2.3.  Wahle den Knoten ik aus, der in (2.2.2) die hdchste Abnahme der Summe von
Fixkosten und variablen Kosten gegeniiber der Losung mit k Standorten aufweist.
Richte in diesem Knoten einen Lagerstandort ein und ordne alle Outlets den jeweils
nachsten Lagerstandorten zu. Setze k=k+1.
EndWhile

3. Terminierung
Wenn in (2.2.2) keine Abnahme der Kosten mehr erreicht werden kann, dann breche ab.
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Die klassische Add-Heuristik startet mit dem Knoten i; als erstem Standort, der die Gesamtkosten der
Versorgung aller Outlets minimiert. Dieser Ansatz erweist sich dann als reichlich schematisch, sobald mehrere
Standorte flr p > 1 gesucht werden und die Nachfrage in der Flache nicht gleichverteilt ist. Vielmehr sollte man
dann die Add-Heuristik mit jedem Knoten starten und dann die beste Lésung auswéhlen. Diesen Ansatz kann
man auch dahingehend erweitern, mit 2 oder 3 geschachtelten FOR-TO-DO-Schleifen die ersten beiden Knoten
i,k=1...n oder die ersten drei Knoten i,k,m=1...n systematisch als Startset vorzugeben und dann mit dem Add-
Ansatz fortzufahren, bis p Standorte erreicht sind. Dieses VVorgehen steigert die Komplexitét des Verfahrens.
Besitzt das klassische Add-Verfahren eine Komplexitat von O(n?), da fiir n Knoten jeweils die gréRte Abnahme
der Kosten Uber alle freien Standorte gesucht werden muss, so steigt die Komplexitit auf O(n®) bei Vorgabe aller
Startknoten und bei Vorgabe von 2 oder 3 Startknoten auf O(n*) bzw. O(n®). Fir praktische Anwendungen ist
diese hohe Komplexitét jedoch wenig hinderlich, wenn die Zahl n der zu untersuchenden Standorte weniger als
50 betragt — was in der Praxis zumeist der Fall ist.

Beispiel 9.5

Wir geben folgendes Beispiel fur n=10 Knoten, die in der Tabelle 9.11 dargestellt sind:

Knoten-Nummer 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
x-Koordinate 81 77 60 67 920 2 79 5 69 70
y-Koordinate 96 99 81 100 | 100 37 27 90 38 35

Fixkosten 1.115(1.497|1.922 | 1.769 | 1.732| 1.319 | 1.855 | 1.924 | 1.422 | 1.629
Nachfrage 29 12 56 74 80 16 92 53 77 55

Tabelle 9.11: Beispiel zur Add-Heuristik

Hieraus bestimmen sich die folgenden gewichteten Distanzen d(k,i)*D;, k,i = 1...10 (ganzzahlig gerundet):

von / nach 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 0 60 1.445 1.077 788 1.578 6351 4.041 4.561 3.409
2 145 0 1.386 744 1.043 1557 6.627 3.846 4.737 3.541
3 748 297 0 1.498 2.841 1.165 5.267 2.954 3.383 2.589
4 422 121 1.134 0 1.840 1.448 6.806 3.328 4.776 3.579
5 286 156 1.989 1.702 0 1.732 6.792 4536 5.040 3.740
6 2.859 1.168 4.077 6.699 8.658 0 7.143 2.813 5.160 3.742
7 2.002 864 3.206 5.474 5906 1.242 0 5.151 1.145 662
8 2.211 871 3.121 4.647 6.847 849 8.941 0 6.350 4.683
9 1.718 738 2460 4590 5237 1.072 1.368 4.370 0 174
10 1.798 773 2.636 4.815 5441 1.088 1.108 4513 243 0

Tabelle 9.12: Variable Kosten

Die Losung mit dem klassischen Add-Verfahren ergibt fiir p=6 ein Kostenminimum bereits nach 4 Schritten, so

dass nur 4 Standorte eingerichtet werden:

Knoten-Nr. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | Gesamt- | Abnahme
wird versorgt von Standort kosten in %
Schritt 1

Aufnahme Standort 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 22.664

Schritt 2 3 3 3 3 3 9 9 3 9 9| 1429 | 369
Aufnahme Standort 9 ’ '
Schritt 3

Aufnahme Standort 1 1 1 3 1 1 9 9 3 9 9 11.952 16,4
Schritt 4 1 1 3 1 1 8 9 8 9 9| 10699 10,5

Aufnahme Standort 8

Tabelle 9.13: Add-Heuristik

Die Gesamtkosten von 22.664 GE in Schritt 1 bei Einrichtung des Standortes 3 stellen das Kostenminimum tber
alle Startknoten dar und ergeben sich durch die Fixkosten von 1.922 GE fir Standort 3 sowie die variablen
Kosten der Versorgung aller Nachfrager von Standort 3 aus von 20.742 GE, was der Zeilensumme von Zeile 2
von Tabelle 9.12 entspricht. Im 2. Schritt wird Standort 9 eingerichtet, von dem aus die Nachfrager 6, 7, 9 und
10 aus versorgt werden. Die Gesamtkosten sinken um 36,9% auf 14.296 GE. In Schritt 3 wird der Standort 1
aufgenommen, von dem aus die Nachfrager 1, 2, 4 und 5 versorgt werden. Die Gesamtkosten sinken um 16,4%
auf 11.952 GE. Im letzten Schritt wird der Standort 8 aufgenommen, von dem aus die Nachfrager 6 und 8
versorgt werden. Die Gesamtkosten sinken um 10,5% auf 10.699 GE. Die Aufnahme eines weiteren Standorts
lieRe die Gesamtkosten wieder ansteigen, so dass das Verfahren beendet wird.
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Wendet man das Add-Verfahren uber alle Startknoten an, so ergibt sich die folgende, in Tabelle 9.14
dokumentierte L&sung:

Knoten-Nr. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | Gesamt- | Abnahme
wird versorgt von Standort kosten in %
Schritt 1

Aufnahme Standort 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 24.425

Schritt 2

Aufnahme Standort 9 1 1 1 1 1 9 9 1 9 9 12.562 48,6
Schritt 3

Aufnahme Standort 8 1 1 1 1 1 8 9 8 9 9 10.222 18,6

Tabelle 9.14: Add-Heuristik tber alle Startknoten

Bemerkenswert dabei ist, dass hier zunachst von einer Startlésung mit Standort 1 ausgegangen wird, die mit
24.425 GE hohere Kosten aufweist als das klassische Add-Verfahren, dann aber niedrigere Gesamtkosten von
10.222 GE erreicht werden, und dies bei Er6ffnung von nur 3 Standorten, wahrend das klassische Add-
Verfahren 4 Standorte ausweist.

Die Drop-Heuristik verfahrt umgekehrt wie die Add-Heuristik. Sie geht zunéchst davon aus, dass in jedem der
n Knoten ein Lagerstandort eingerichtet ist und baut dann schrittweise Standorte ab, bis p Standorte erreicht sind.
Die Bewegung der gesamten Transportleistung ist gerade umgekehrt zur Add-Heuristik: Bei der Streichung eines
Lagerstandorts vergroRert sich die mittlere Entfernung zu den Outlets. Daher steigt die gesamte Transport-
leistung mit jedem Schritt. Andererseits sinken die Fixkosten, da ein Standort aufgegeben wird. Das Kriterium
flr die Streichung eines Lagerstandorts ist die héchste Abnahme der Summe von variablen Kosten und
Fixkosten.

Verfahren 9.4: Drop-Heuristik fir das p-Median-Problem

1. Initialisierung
Lege pfest,1<p<n.
Richte in jedem Knoten einen Lagerstandort ein.
Setze Zahler k=n (z&hlt die vergebenen Lagerstandorte).

2. Verarbeitung
While k > p Do
Begin
2.1. Berechne die Summe von Fixkosten und variablen Kosten Uber alle k Lagerstandorte.
2.2. Furjeden Knoten i, der Lagerstandort ist, fihre folgende Schritte aus:
2.2.1. Streiche den k-ten Lagerstandort im Knoten i.
2.2.2. Ordne alle Outlets den Lagerstandorten nach dem Kriterium der niedrigsten
variablen Kosten zu und bestimme die Summe von Fixkosten und variablen
Kosten tber alle verbleibenden k-1 Lagerstandorte.
2.2.3. Richte den k-ten Lagerstandort im Knoten i wieder ein und ordne alle Outlets
den Lagerstandorten nach dem Kriterium der niedrigsten variablen Kosten zu.
2.3. Wabhle den Knoten ik aus, der in (2.2.2) die htchste Abnahme an Kosten gegeniiber
der L6sung mit k Standorten aufweist. Streiche in diesem Knoten den Lagerstandort
und ordne alle Outlets den Lagerstandorten nach dem Kriterium der niedrigsten
variablen Kosten zu. Setze k=k-1.
EndWhile

3. Terminierung
Wenn kein Knoten ik in (2.2.2) eine Abnahme an Kosten gegeniber der Losung mit k Standorten
aufweist, dann breche ab. Die Losung mit k Standorten ist kostenminimal.

Wendet man die Drop-Heuristik auf die Daten des obigen Beispiels von Tabelle 9.11 fiir p=1 an, so ergeben sich
die in der Tabelle 9.15 dokumentierten Schritte, bis nur noch ein Standort 9 offen ist. Die Tabelle zeigt die
Zuordnung der einzelnen Knoten zu Lagerstandorten in jedem Schritt auf und weist die aufgegebenen Standorte
und die resultierenden Gesamtkosten in jedem Schritt aus.
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Tabelle 9.15: Drop-Heuristik

Man erkennt das Kostenminimum von 10.222 GE in Schritt 7. Wir erhalten dort die gleiche Lésung wie mit dem
Add-Verfahren Uber alle Startknoten.

Wahrend die Heuristiken Add und Drop L&sungen erzeugen, so steht die Heuristik Swap-Median zur Verfligung,
um bestehende Lésungen zu verbessern. Dieses geschieht durch ein systematisches Ersetzen eines
Lagerstandortes durch einen Nicht-Lagerstandort und eine Kontrolle dariiber, ob damit die Gesamtkosten sinken.
Ist dieses der Fall, wird die neue Konfiguration als die bessere Losung beibehalten. Der Austauschprozess wird
mit der besseren Lésung solange neu gestartet, bis keine Verbesserung mehr eintritt. Die Heuristik Swap-Median
ist genauso aufgebaut wie die Heuristik Swap-Center. Die Daten der bestehenden Ldsung werden in einem Array
S gehalten, das anzeigt, an welchen Standort k ein Outlet i angeschlossen ist, i=1...n. In dieser Heuristik wird
jede Verbesserung sofort fortgeschrieben. Man kann auch tberprifen, welcher Standortaustausch die grofite
Verbesserung erzielt und diese dann fortschreiben.

Verfahren 9.5: Swap-Median

1. Initialisierung
Gegeben ist eine Instanz eines p-Median-Problems mit n Knoten, einer Lésung von p Standorten in
einem Array S und Gesamtkosten der Losung G.
Eine boole’sche Variable ,geandert” kontrolliert, ob eine Senkung der Gesamtkosten eingetreten
ist. In einem Array Z werden temporare Standortkonfigurationen gespeichert.

2. Verarbeitung
Repeat
Geandert := False
For I:=1 To p Do
Begin
Z:=S
Streiche in Z den Standort i
Knoten i wird Nicht-Standort
For k:=1 To n Do
If not (k ist Standort) Then
Begin
Mache k zum Standort und nehme k in Z auf
Ordne alle Nichtstandorte den Standorten Z nach dem Kriterium
der niedrigsten variablen Kosten zu
Berechne die Gesamtkosten G’ der Konfiguration Z
If G <G Then
Begin
G:=G’
S:=Z
Geandert = True
Verlasse die For-Schleifen k und i
EndIf
Streiche in Z den Standort k
Knoten k wird Nicht-Standort
EndIf // If Not (k ist Standort)
EndFor // For i
Until Not gedndert
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9.6.4 Ein Branch-and-Bound-Verfahren fur das p-Median-Problem

An dieser Stelle soll ein Branch-and-Bound-Verfahren flir das p-Median Problem und das unkapazitierte
Warehouse-Location Problem vorgestellt werden, mit dem die optimale Lésung nach wenigen Verzweigungen
des Verzweigungsbaums bzw. zumeist sogar an dessen Wurzelknoten aufgefunden werden kann. Diese
angenehme Eigenschaft des Branch-and-Bound-Verfahrens wird allerdings erkauft mit einer unglinstigen
Verzweigungs-Regel, die pro Verzweigungsknoten einen Standort sperren und einen Nicht-Standort als Standort
aufnehmen muss und so eine Vielzahl von Nachkommen im Baum erzeugt. Solange mehr als ein Standort
bestimmt ist, ist zusétzlich als Verzweigung ein weiterer Knoten vorzusehen, indem zwar ein Standort gesperrt
ist, aber kein neuer Standort aufgenommen wird. Gesperrt wird ein Standort k, indem in der Matrix der variablen
Kosten zu den Elementen in der Zeile k ein hoher Strafwert, z.B. 10.000, addiert wird. Dadurch werden die
Verbindungskosten zum Standort k so hoch, dass er nicht mehr in Betracht kommt. Da das Optimum nahe dem
Wurzelknoten aufgefunden werden kann, soll das Branch-and-Bound-Verfahren mit der Selektions-Regel der
Breitensuche erfolgen.

Wahrend eine Startlésung und die oberen Schranken mit den oben vorgestellten Heuristiken bestimmt werden
kénnen, soll hier gezeigt werden, wie mit der Technik der Lagrange-Relaxation die untere Schranke ermittelt

werden kann. In der gemischt-ganzzahligen Programming Formulierung des p-Median Problems wird die
Zielfunktion

xy) — zckixki +2Fkyk
k,i k
minimiert:

GK(p) M(IyN zckixki +ZFkYk
Yo P

unter den Bedingungen

® Yy, <p

2 D xg=1i=1.n
k=1

(3) Yk= X, k=1...n
(4)yx=0,1,k=1...n
(5A) xki> 0, k,i=1...n

Bei der der Lagrange-Relaxation wird die Zuordnungsbedingung (2) aus den Nebenbedingungen entfernt und
stattdessen mit reellwertigen Gewichten u;j versehen und in die Zielfunktion aufgenommen. Die Gewichte werden
auch als Lagrange-Multiplier bezeichnet und besitzen einen besonderen betriebswirtschaftlichen Inhalt. Das
Optimierungsproblem GK(p) verwandelt sich dann in die Lagrange-Relaxation:

GK-LA(p)  MIN chixki +ZFkyk+zui(1_zxki)
Y K i K

unter den Bedingungen

Dy <p

k=1

(3) Y= X, k=1..n

(4)y«=0,1,k=1...n

(5A) xki> 0, k,i=1...n

Die Funktion

(ux,y) _)chixki +2Fkyk +Zui(1_ Zxki)
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bezeichnet man auch als Lagrange-Funktion L(u,x,y). Ein Vergleich mit GK(p) zeigt, dass jede zulassige Lésung
(x,y) von GK(p) mit dem Zielfunktionswert z auch eine zuldssige Losung von GK-LA(p) ist mit dem
Zielfunktionswert L(u,x,y) = z, da der Term

Z U; (1_Zxki)
i k
in der Zielfunktion L(u,x,y) wegen der Nebenbedingung (2) verschwindet. Diese Eigenschaft ist unabhéngig von

der konkreten Wahl der Multiplier u = (us,...,un). Da bei der Lagrange-Relaxation die Nebenbedingungen (2) fir
die Variablen x entfallen, erstreckt sich die Minimierung

MIN L(u,x,y)
X,y

uber einen groReren Wertebereich als bei der Zielfunktion von GK(p). Damit ist fur eine konkrete Wahl der
Multiplier u

MIN L(u,xy) <z*,
X,y

wenn man mit z* den Wert der optimalen Lésung von GK(p) bezeichnet. Dies bedeutet, dass
MIN L(u,x,y)
X,y

eine untere Schranke fiir GK(p) darstellt. Wenn man mit L(u) den Wert

MIN L(u,x,y)
X,y

bezeichnet, dann ist also L(u) < z*, und Werte der Multiplier u sind zu suchen, welche die untere Schranke L(u)
maoglichst gro machen, um im Branch-and-Bound-Verfahren viele Zweige moglichst friih abschneiden zu
kdnnen. Das Problem

Max L(u)

wird auch als Lagrange Dual bezeichnet. Wir setzen

L*= Max L(u).

Im folgenden wird ein einfaches heuristisches Losungsverfahren fiir GK-LA(p) vorgestellt und damit verbunden
ein Subgradienten-Verfahren, welches L(u) maximiert. Zunachst wird die Zielfunktion

MIN L(u,x,y)
X,y

von GK-LA(p) in zwei Schritten drastisch vereinfacht. Dies geschieht durch Umstellung der Terme wie folgt:
GK-LA2(p) MIND u, +Z[Fkyk +>(cy —ui)xki}
Yo k i

Zur weiteren Diskussion wird der Term in der eckigen Klammer betrachtet. Den Multiplier u; interpretieren wir
hier als die laufenden Kosten der Versorgung von Outlet i. Wir betrachten wie im einleitenden Beispiel 9.4 zu
Kuehn und Hamburger die Anderung A der Kosten am Outlet i, die eintritt, wenn Standort k aufgenommen
wiirde:

A(k,u) = F, +Z(Cki —U; )X,

Verbindungen xx = 1 von Outlet i zum Standort k werden aber nur fiir cx < u; eingerichtet, um die Zielfunktion
von GK-LA2(p) minimieren zu kénnen. Daher kann man A(k,u) auch unabhéngig von x.; schreiben als
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A(ku) = F+> min(0,c, —u;) .
i
Die Zielfunktion von GK-LAZ2(p) formt sich dann um in die Zielfunktion

y = Ls(uy) =D u;+ D A(K )y,
i k
und das Optimierungsproblem GK-LA2(p) in das Problem

GK-LA3(p) MIN Ls(uy) .
y

Die Funktion
(U,Y) - Zui + ZA(k’ u)yk
i k
ist aber fir festes u mit folgender Zuordnungsheuristik einfach zu minimieren:
Verfahren 9.6: Zuordnungsheuristik
Alle yk werden gleich eins gesetzt fur A(k,u) < 0. Fur alle Ubrigen Variablen wird yk = O gesetzt. Eine
Zuordnung der Outlets i zu den Lagerhausstandorten k ist gegeben mit

Xk =1, wennyk=1undck < ui, X« = 0 sonst, k,i=1...n.

Wegen dieser einfachen Losungsmaoglichkeit ist der Ansatz der Lagrange-Relaxation besonders ertragreich.
Dieser Ansatz, nur negative Kostenanderungen A fur die Lésung von GK-LA3(p) zuzulassen, rechtfertigt die
oben vorgestellte Heuristik von Kuehn und Hamburger.

Zu beachten ist aber, dass eine Lsung (X,y) von GK-LA3(p) keine zuldssige Losung von GK(p) zu sein braucht,
da ein Outlet i mehreren Lagerhausstandorten k oder gar keinem zugeordnet sein kann. Umgekehrt ist wegen
L(u) < z* eine L&sung (x,y) von GK-LA3(p) eine optimale Ldsung von GK(p), sobald die Lésung (X,y) eine

zuldssige Losung von GK(p) ist. Denn sei z der Wert der Zielfunktion von GK(p) unter der Lésung (X,y). Dann
ist

L(u) <L*<z*<z= MIN Lz(u,y) =L(u),
y
also z = z*.

Das Subgradienten-Verfahren startet mit einer Lésung (Xo,Yo), die mit einer Heuristik gewonnen wird und eine

obere Schranke Z ergibt. Der Wurzel-Knoten des Branch and Bound Baums ist dann durch (Xo,Yo) gegeben.
Eine untere Schranke z fiir diesen Knoten wird mit der Lagrange-Relaxation

MIN Ls(u°y)
y

ermittelt. Dazu ist mit einer VVorschalt-Heuristik ein sinnvoller Wert fiir u® zu ermitteln. Da diese Schranke

zumeist nicht besonders gut ist und bloRR im Bereich von 40% bis 60% von z liegt, wird mit Hilfe des jetzt
beschriebenen Subgradientenverfahrens die Funktion u — L(u) maximiert.

Das Subgradientenverfahren fir
Max L(u)
u
startet mit einem Wert u°, der mit folgender Vorschalt-Heuristik gewonnen wird:

Verfahren 9.7: Vorschalt-Heuristik
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(1) Sei TVOR die Zahl der Durchlaufe, C der Mittelwert der variablen Kosten ci , k,i=1...n.

(2) Fur die Kosten u der Versorgung der Outlets beginnt man mit einem Wert u!, indem man aus der
Tabelle der variablen Kosten jedem Outlet i die h6chsten Kosten zuordnet:

uilz max Cu
Fir diese Multiplier u! sucht man den Standort ki1, der die Funktion
k - A(k,ud) = R +Xmin(0,c, —u;)
1

minimiert. Dies ist der Standort mit der kleinsten Summe von fixen und variablen Kosten. Die
Multiplier u! werden wie folgt zu u? fortgeschrieben:

uZ=min (u', ci) far k=kz .
Mit dieser Formel sucht man eine kostenginstigere Versorgung vom Standort ki aus.

(3) In einer Wiederhohlungsschleife nimmt man solange neue Standorte k2, ks usw. auf, wie die
Funktionen k —>A(k,u?), k -A(k,u®) usw. fir Nicht-Standorte k noch negative Werte annehmen und
sucht als neuen Standort den Ort mit der kleinsten Summe von fixen und variablen Kosten. Die
Multiplier u werden flr den neuen Standort k2, ks usw. mit obiger Formel fortgeschrieben zu u3, u*
usw. Wenn das Verfahren mit ut abbricht, setzt man u* = ut.

(4) Indem man TVOR Versuche macht und zu ui* eine Zufallszahl aus dem Bereich [0,...,1/4(_3] addiert,

i=1...n, werden durch Random Search Werte fiir u” gesucht, die den Wert von L(u*) erhéhen. Der
beste Wert von u* wird gleich u° gesetzt.

Ein Vergleich von L(u*) mit Z zeigt, dass die Schranke L(u*) bloR im Bereich von 40% bis 60% von Z liegt,
also noch relativ schlecht ist. Daher empfiehlt sich, die Schranke L(u™) durch Random-Search zu erhéhen. Mit

diesem Ansatz kann man L(u®) in Einzelfallen auf tiber 90% von Z erhohen.

Das Subgradientenverfahren fur Max L(u) sieht wie folgt aus. Das Verfahren erzeugt eine Folge von
u

Multipliern u°, u?, u?,.... Der Multiplier uk wird aus dem Multiplier u** und L(u*?) wie folgt berechnet: Zu
gegebenen Multipliern u** wird mit der Zuordnungsheuristik eine Losung (x,y) bestimmt. Fiir Outlets i, die in
dieser Losung keinem Standort k zugeordnet sind, werden die Multiplier erh6ht. Und far Outlets i, die in dieser
Losung mehreren Standorten zugeordnet sind, werden die Multiplier reduziert. Diese Abweichungen geben die
»Richtung* an, in welcher das Maximum von L gesucht wird. Zwar ist die Funktion u — L(u) nicht
differenzierbar. Man geht aber in Analogie zu differenzierbaren Funktionen f(x1,...Xn) vor, bei denen der Anstieg
auf den Hugel durch die Gradienten Vf gegeben wird: Ein Vektor r ist eine Richtungsableitung von f, wenn das
Skalarprodukt Vfr > 0 ist. Analog dazu ist ein Vektor s Subgradient der Funktion L, wenn s(u® — u?) > L(u?) —
L(u?) fiir eng benachbarte Gewichte u und u? aus einer e-Umgebung gilt. Werden als Vektor s die
Abweichungen der Anschlusszahlen der Outlets an Lagerhduser vom gewiinschten Wert 1 gewéhlt, d.h.

iz Y X -1,
k

dann folgt aus der Form der Funktion L(x,y,u) von GP-LA(p), dass s(u* — u?) = L(u?) — L(u?) ist, also s ein
Subgradient. Fur das Subgradienten-Verfahren bedeutet dies, dass schrittweise die Multiplier u; vergroRert
werden, die zu Outlets i gehdren, die an kein Lagerhaus angeschlossen sind, und umgekehrt solche vermindert
werden, die zu Outlets i gehdren, die an mehrere Lagerhduser angeschlossen sind.

Verfahren 9.8: p-Median Lagrange Dual

1. Initialisierung
1.1. Bestimme mit der Vorschalt-Heuristik einen Startwert fir u°
1.2. Seit! die anfangliche Schrittweite, A ein Verkleinerungsfaktor fiir die Schrittweite, T die
Anzahl der Iterationen und delta eine Veranderungsgroiie.
1.3. Setzeu'=u°,d!=ulundk=1

2. Verarbeitung
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While k < T Do
Begin

2.1. Berechne eine Losung fiir L(uk) mit Standorten yk und Zuordnungen Xk mit der
Zuordnungsheuristik.

2.2.  Speichere die Lésung L(uk) mit dem hdchsten Wert temporar.

2.3. Prife, ob die Zuordnungen xki eine zulassige Losung fur GK(p) sind. Wenn ja, dann
breche ab. Eine optimale Lésung fur GK(p) ist gefunden.

2.4.  Wenn die Zuordnungen xxi hicht zulassig sind, dann definiere den Vektor d mit

dik = uk- delta, wenn ein Outlet i mehrfach zugeordnet ist und

dik = uk + delta, wenn ein Outlet i nicht einem Standort zugeordnet wurde.

2.5. Fir jeden Knoten i setze
k+1

u = u:( + ¢ (O.7dik + 0.3d:(_1) :
wenn k > 1, und setzte fiir k=1: ui2 :(1+t1)di1 .

2.6. Setze t<*1 = Atk und k = k+1.
EndWhile

3. Terminierung und Ergebnis
Das Verfahren terminiert, wenn k > T ist.
Das Gewicht der temporér gespeicherten Lésung ist die beste aufgefundene Schranke.

Flr den Wert von A ist der Bereich von 0.99 bis 0.999 zu empfehlen. Fir die anfangliche Schrittweite t* ist ein
Wert zwischen 0.5 und 1.0 zu wéhlen. Fiir die Anzahl der Iterationen T sind Werte zwischen 100 und 1000

anzuwenden und fir delta ein Wert zwischen 0.001 C und 0.005 C . Die richtige Wahl der Parameter fiir den
Einzelfall kann nur experimentell gefunden werden.

Fir das Beispiel 9.5 oben des p-Median-Problems lauft das Branch-and-Bound-Verfahren wie folgt ab: Mit Hilfe
des Add-Verfahrens lber alle Startknoten ermitteln wir drei Standorte 1,8,9 mit den Gesamtkosten von

7=10.222 GE (vgl. Tabelle 9.14 oben). Mit der Vorschalt-Heuristik kommen wir zu einem Wert u* mit L(u*) =
6.240 und einem Startwert u® mit z = L(u®) = 7.306 nach TVOR = 4.000 Versuchen. Nach 143 Iterationen mit A

=0.99, t*=1 und delta = 0.005 C wird die optimale Lésung von 10.222 GE vom Subgradienten-Verfahren
erreicht, damit die Standorte 1,8,9 als optimal bestatigt, und das Branch-and-Bound-Verfahren terminiert direkt
beim Wurzelknoten des Entscheidungsbaums. Das folgende Diagramm zeigt den Verlauf der unteren Schranke
L (u) Uber 300 Durchlaufe der Iteration. Bemerkenswert sind die starken Schwankungen der unteren Schranke,
die sich auch nach Erreichen des Optimums nach 143 Iterationen fortsetzen, aber in der Intensitat abnehmen.
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Abbildung 9.7: Schwankungen der unteren Schranke beim p-Median Lagrange Dual Verfahren

Einen anderen Ansatz zur L6sung des unkapazitierten Warehouse-Location Problems verfolgt Erlenkotter
(1978). Er relaxiert GK(p) zu einem Linearen Optimierungsansatz, indem er stetige Variable zulésst, und bildet
dazu das Dualproblem, das er mit der Dual Ascent Heuristik mit &hnlichen Argumenten I6st, mit denen oben
eine Losung fir GK-LA3(p) hergeleitet wurde. Mit der Dual Adjustment Heuristik kann er primal zuléssige
Losungen fiir GK(p) bestimmen. Sein Branch-and-Bound-Ansatz ist sehr leistungsfahig, da er haufig direkt am
Waurzelknoten terminiert. Wenn das Verfahren auf Hub-Location-Probleme angewendet wird, ist diese rasche
Abarbeitung des Branch-and-Bound-Baumes nicht mehr gegeben (vgl. Kapitel 6).

9.7 Standortwahl im Transportmodell mit Fixkosten — Das kapazitierte
Warehouse Location Problem

An dieser Stelle stellen wir in einem Transportmodell n; Anbieter S und n; Abnehmer T in einem bipartiten
Netzwerk gegenuber und fragen, an welchen Standorten der Anbieter Werke oder Lagerhduser einzurichten sind,
um die Abnehmer kostenminimal zu versorgen (vgl. Kapitel 8), S = {1,2,...,n1}, T= {1°,2°,....n2°}. Die
Modellformulierung bezieht sich nicht alleine auf die Minimierung der variablen Transportkosten wie im
Transportmodell von Kapitel 8, sondern fligt zusatzlich noch die entstehenden monatlichen Fixkosten Fy in das
Modell ein, die bei der Er6ffnung eines Anbieterstandortes entstehen. Gefragt wird bei diesem Modellansatz
nach der Summe von fixen und variablen Kosten zur Versorgung von bestimmten Absatzgebieten. Vorgegeben
sind ferner die Hochstmengen b; der Nachfragen der Abnehmer, i=1..n,, und der Angebotsmengen ax der
Anbieter, k=1..n;. Damit liegen Kapazitétsbeschrénkungen der Anbieter vor. Man spricht daher auch vom
kapazitierten Warehouse Location Problem. Wahrend man im klassischen Transportmodell von einem
Ausgleich von Angebot und Nachfrage in der Summe ausgeht, d.h. Zax = Xb; , wird hier angenommen, dass das
aggregierte Angebot deutlich Uber der aggregierten Nachfrage liegt, Zax >> Zb;, da es um eine Auswahl von
Lieferstandorten geht. Mit cii bezeichnen wir die Kosten, die entstehen, wenn eine Mengeneinheit von Anbieter
k zum Nachfrager i transportiert wird, und mit x.; die Menge, die von Anbieter k zum Nachfrager i transportiert
wird*. Das kapazitierte Warehouse Location Problem lasst sich als ein gemischt ganzzahliges
Optimierungsproblem formulieren, indem der Einbezug von Fixkosten mit Binarvariablen formalisiert wird. Die
Bindrvariable yy ist gleich 1, wenn Standort k als Lagerstandort aufgenommen wird und sonst gleich 0. Wir
erhalten dann die Formulierung als Minimierung der Gesamtkosten (= Summe von variablen Kosten und von
Fixkosten):

Miankixki +ZFkyk
k,i k

4 Die Definition der GroRen ck; und X weicht hier von der beim p-Median Problem ab.
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unter den funf Restriktionsklassen:

D) Dxg=b,i=l..n, (Erfullen der Nachfrage)
k

2 Zxki <a,,k=1..,n, (begrenztes Angebot)

(3) Xki < min( ax, bi )yk, k=1..ny, i =1..nz
4 X 20, k=1...,n ,i=1..,n,
(5) yk=01,k=1..n1

Die Restriktion (1) driickt aus, dass jeder Nachfrager befriedigt wird. In der Restriktion (2) wird sichergestellt,
dass die Lieferungen nicht das Angebot des Standortes k Ubersteigen. Mit der Restriktion (3) wird erreicht, dass
Lieferungen vom Standort Null sind, wenn der Standort nicht er6ffnet wird.

Zur Losung des kapazitierten Warehouse Location Problems geben wir hier eine einfache Greedy Heuristik an
und behandeln spéter die Losung mit Standard-Software. Die Greedy Heuristik geht so vor, dass fur jeden
Standort k die Kostensétze cy; der variablen Kosten aufsteigend sortiert werden und in dieser Reihenfolge die
Nachfrager vom Standort k versorgt werden, bis die Kapazitét von k erschopft ist. Der Standort ko mit den
niedrigsten Kosten pro gelieferter Menge wird endguiltig ausgewéhlt und in die Menge K* der endgtiltig
ausgewahlten Standorte aufgenommen. Die Nachfrager i, die von endgiiltig ausgewéhlten Standorten k, aus
versorgt werden, werden in die Menge I* aufgenommen, und fiir diese xx = b;j gesetzt. Um das Verfahren zu
vereinfachen, wird angenommen, dass die Nachfrage bi von jedem Anbieter befriedigt werden kann:

bi<ac,k=1.n; i=1.n;

Dieses Verfahren wird unter Berticksichtigung der bereits endgultig ausgewéhlten Standorte K* und der
versorgten Nachfrager I* solange neu gestartet, bis alle Nachfrager versorgt oder die Angebote erschopft sind.

Zum Zwecke der algorithmischen Beschreibung betrachten wir zur aufsteigenden Sortierung der Kostensétze i
des Standorts k die Permutation i — p(k,i), S0 dass Ckpk,iy < Ckp(k,i+1) , i=1...n2 — 1. Mit End(k,I*) bezeichnen wir
die Zahl der Nachfrager, die unter Beriicksichtigung der aufsteigenden Kostensortierung und der bereits
versorgten Nachfrager 1* vom Standort k aus versorgt werden kénnen:

End(k,1*) = max {s: D b, <a,,s<n k=1..n.

i=
p(k.iel*

Die Gesamtkosten, die bei Versorgung der End(k,I*) kostenglinstigsten Nachfrager vom Standort k aus
auftreten, sind gegeben durch:

End(k,1%)

Kost(k) = Fx + chp(k,i) by » K=1..n1.
p(l!.:i;lel*
Die vom Standort k aus gelieferte Menge bestimmt sich als

End(k,1*)

Menge(k) = Z by + k=1...n1.
p(l!.:iiLel*
Verfahren 9.9: Heuristik kapazitiertes Warehouse Location Problem
1. Initialisierung
=g K=0.
Berechne Kost(k) und Mengen(k) fur k=1...n.

2. Verarbeitung
While (JK* < n1) And (|I*| < n2) Do
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Begin

Bestimme Index ko mit Kost(ko)/Menge(ko) = MIN {Kost(k)/Menge(k) : k=1...n1, k ¢ K*}

Setze K* = K* U ko
Schliel3e Nachfrager p(ko,i) mit p(ko,i) ¢ I* an Standort ko an:
Xkop(ko,i) = Bp(ko,i), iI=1... End(Kko, I*)

Setze I* = I* U3 p(ko,i): i < End(Ko, I*) und p(ko,i)& I*t
Berechne Kost(k) fur k=1...n1, k ¢ K*

EndWhile

Wir betrachten die Heuristik anhand des folgenden Beispiels:

Beispiel 9.6
Absatzorte — Minchen Hannover Frankfurt Kdin Dresden | Angebot | Fixkosten
Herstellungsorte { 1 2 3 4 5
Berlin 1 20 10 20 50 20 1.800 80.000
Nirnberg 2 15 20 25 30 20 2.400 60.000
Kassel 3 40 10 15 30 40 3.200 90.000
Hamburg 4 70 20 25 30 50 1.200 50.000
Nachfrage 600 750 800 900 700

Tabelle 9.16: Transportkosten und Fixkosten im Netzwerk

Die Tabelle enthélt in der letzten Zeile die Nachfrage der Absatzgebiete, in der vorletzten Spalte die Angebote
der Herstellungsorte und im Zentralbereich die Kosten pro transportierter Einheit. In der letzten Spalte sind die

mit dem Betrieb eines Standortes verbundenen Fixkosten abgetragen.
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Wenn wir die Kostensatze in den Zeilen aufsteigend sortieren, erhalten wir folgende Permutationen:
p(1,)=(2,1,354),p(2,)=(12534),p(3,)=(23415),p4,)=(23451).
Wir initialisieren 1* = &, K* = .

Im ersten Durchlauf der While-Schleife ermitteln wir: End(1,1*) = 2, End(2,1*) = 3, End(3,1*) = 4, End(4,1*) = 1.
Daraus ergeben sich Kost(1) = 750*10 + 600*20 + 80.000 = 99.500. Die tibrigen Werte sind Kost(2) = 98.000,
Kost(3) = 160.500, Kost(4) = 65.000. Menge(1) = 1350, Menge(2) = 2050, Menge(3) = 3050, Menge(4) = 750.
Das Kostenminimum wird an Standort 2 mit 47,80 GE pro gelieferter Mengeneinheit (= 98.000 GE/2.050 ME)
angenommen. Damit wird Standort 2 (Nlrnberg) in K* aufgenommen. Versorgt werden Nachfrager Miinchen,
Hannover und Dresden. K*={2}, I* = {1,2,5}.

Im zweiten Durchlauf der while-Schleife ermitteln wir: End(1,1*) = 2, End(3,1*) = 2, End(4,1*) = 1. Und damit
Kost(1) = 141.000, Kost(3) = 129.000, Kost(4) = 70.000, Menge(1) = 1700, Menge(3) = 1700, Menge(4) = 800.
Das Kostenminimum wird an Standort 3 mit 75,88 GE pro gelieferter Mengeneinheit (=129.000 GE/1.700 ME)
angenommen. Damit wird Standort 3 (Kassel) in K* aufgenommen. K*={2,3}. Versorgt vom Standort 3 werden
Nachfrager 3 und4, I* = {1, 2, 3, 4, 5}. Damit sind alle Nachfrager versorgt. Die Gesamtkosten belaufen sich auf
98.000 + 129.000 = 227.000 GE.

Zur Losung des kapazitierten Warehouse Location Problems gibt es eine breite Auswahl an Standardsoftware.
Eine Ubersicht iiber Software zum Themenkreis Standortoptimierung geben Geoffrion et al. (1995). Wenn wir
das Beispiel 9.6 mit Standardsoftware 16sen, die mit einem Brand and Bound Verfahren das Optimum sucht,
erhalten wir die in Tabelle 9.17 angegebenen Ergebnisse. Diese Losung wurde mit Hilfe der Software "What’s
Best", einem Zusatzpaket zu Excel von der Firma Lindo, ermittelt. Danach werden die Fabrikationsstandorte
Berlin und Nirnberg eréffnet, und es fallen Fixkosten von 140.000 GE pro Monat an. An den vorgesehenen
Standorten Kassel und Hamburg werden dagegen keine Werke errichtet. Die Nachfrager Hannover und
Frankfurt werden von Berlin aus beliefert, wahrend die Gibrigen Nachfrager von Nirnberg beliefert werden.

Nachfrageorte — Minchen | Hannover | Frankfurt KdIn Dresden | Summe
Herstellungsorte 1 2 3 4 5

Berlin 1 0 750 800 0 0

Nurnberg 2 600 0 0 900 700

Kassel 3 0 0 0 0 0

Hamburg 4 0 0 0 0 0
Transportkosten 9.000 7.500 16.000 27.000 14.000 73.500
Fixkosten 140.000
Gesamtkosten 213.500

Tabelle 9.17: Losung des Standortproblems

Wir erkennen, dass die Gesamtkosten des Optimums bei 213.500 GE liegen, und damit um 13.500 GE unter der
Losung von 227.000 GE, die mit der Heuristik erzielt wurde. Damit liegt die Branch-and-Bound-Ldsung der
Standardsoftware um 5,9% unter der Losung der Heuristik, was die Leistungsfahigkeit der Branch-and-Bound
Verfahrens flr kapazitierte Warehouse Location Probleme unterstreicht.
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10 Hub-Konfigurationen in Netzwerken

10.1 Einleitung: Transportnetze in Europa und den USA

Die Diskussion um die Konfiguration von Transportnetzen war in der Vergangenheit sehr stark von dem
hierarchischen Ansatz gepragt, der seit den 60er Jahren entwickelt wurde und die Versorgung von Outlets von
Handelsketten (iber ein- oder mehrstufige Systeme von regional angesiedelten Lagerhdusern zum Ausgangspunkt
hatte. In der Location Theory ging es daher darum, ausgehend von der rdumlichen Verteilung der Nachfrage der
Outlets, Anzahl und Verteilung von Zentral- und Regionallagern zu planen (vgl. Kapitel 9). Ausschlaggebend
waren dafir die ZielgréRen der Kostenminimierung und der Marktabdeckung. Beim letzteren Ziel wurden auch
die Standorte neu zu errichtender Outlets einbezogen. Mit dem Aufkommen von Paket- und Expressdiensten
sowie der Deregulierung der Luftverkehrsmarkte in den USA entstand jedoch ein neuer Typ von
Transportnetzen. Ging es bei der Konsumgiiterdistribution um bodengebundene Verkehre und um die Verteilung
von wenigen Werken zu vielen Outlets (wenige-zu-viele), so erfordern die auf dem Luftverkehr basierenden
Transportnetze fiir Paketdienste und Passagiertransport die Verbindung von vielen Quellgebieten zu vielen
Zielgebieten (viele-zu-viele Transportnetze). Wahrend in den klassischen Netzen fir die
Konsumguterdistribution die Lagerh&user eine hervorgehobene Funktion spielen, treten in den Nabe-Speiche-
Transportnetzen diese gar nicht in Erscheinung, sondern werden durch zentrale Umschlagspunkte (Hubs)
charakterisiert. Die Hubs dienen als Orte der Konzentration (bzw. der Verteilung) von Sendungen oder von
Passagieren in derartigen Transportsystemen. Als ein weiterer Unterschied zu den bodengebundenen Verkehren
von LKWs und Bahnen ist anzumerken, dass die Transportwege im Luftverkehr nicht physisch vorgegeben sind,
sondern erst durch den Flug konstituiert werden.

Auf dem Sektor des Passagiertransports haben sich in den Vereinigten Staaten seit der Deregulierung des
Luftverkehrs im Jahre 1978 Zubringersysteme herausgebildet, welche die Passagiere zu den grof’en Hubs
transportieren. Die eigentliche Fernverbindung wird flir die Passagiere zwischen je zwei Hubs vorgenommen,
und im Hub des Zielgebietes werden die Passagiere dann feinverteilt. Das bedeutet fiir den Passagiertransport,
maximal zweimal auf Hubs umzusteigen. Fir die Fluglinien ergibt sich durch Nabe-Speiche-Transportsysteme
der Vorteil, dass auf den Langstreckenverbindungen GrofRraumflugzeuge eingesetzt werden kdnnen, die einen
gunstigen Kostensatz pro verkauftem Sitzkilometer aufweisen. Zubringerdienste und Feinverteilung im
Zielgebiet werden dagegen mit vergleichsweise teuren, kleineren Fluggeraten bedient. VVergleichbare Netzwerke
werden auch im Frachtbereich aufgebaut hier vornehmlich bei den Paketdiensten. Besonders bekannt geworden
ist der zentrale Umschlag von Federal Express in Memphis. Hier werden die Pakete am spéaten Abend
eingeflogen, am Boden umsortiert auf Zielgebiete und dann in den frihen Morgenstunden in die Zielgebiete
weiter transportiert (siehe unten).

Bisher ist in den Standardwerken zur Location Theory relativ wenig Notiz zu Nabe-Speiche-Transportnetzen
genommen worden (vgl. z.B. Drezner 1995, Francis u.a. 1992, Mirchandani und Francis 1990). Zumeist
dominieren die klassischen Ansétze der Location Theory, wie das Auffinden von Centern und von Medianen im
stetigen Fall der Ebene oder im diskreten Fall in Netzwerken. In der US-Literatur zu Transportnetzen spielt das
Thema Hubs erst Ende der 80er Jahre eine stirkere Rolle. So weist der Ubersichtsartikel von Magnanti aus dem
Jahre 1984 zum Netzwerkdesign und Transportation Planning noch keinen Bezug auf Nabe-Speiche-
Transportsysteme auf. Kanafani 1981 zeichnet die Entwicklung der regionalen Luftverkehrsnetze seit den 60er
Jahren bis zur Deregulierung im Jahre 1978 nach und analysiert, wie die Gréfien Flugzeugtechnologie und
Auslastung die Netzstruktur bestimmen und zur Bildung von Hubs fur den Passagiertransport fihren. Die
Diskussion um die Lokalisierung von Hubs wurde mit dem Papier von O’Kelly 1987 begonnen.

Der von Hubs bestimmte Typ von Netzwerken wird flr die zukunftigen europaischen Transportnetze eine groRe
Rolle spielen, wenn man die Evolution von Nabe-Speiche-Transportsystemen in den USA seit der Deregulierung
des Luftverkehrs betrachtet. Betrachtet man die Transportmérkte in Europa, so fallt auf, dass trotz der
Deregulierung seit dem Jahre 1997 sowohl die bodengebundenen Verkehre (Bahn, LKW) wie auch die
Luftverkehre noch groRtenteils national organisiert sind. Ubergreifende europaweite Optimierungen der
Transportnetze liegen weder im Passagierbereich noch im Frachtbereich vor. Zieht man jedoch die Erfahrungen
in den USA der vergangenen 20 Jahre heran, so gelangt man zu der Prognose, dass innerhalb kurzer Zeit
groRflachige europaweite Transportnetze entstehen werden. Im folgenden soll gezeigt werden, in welcher Weise
diese Transportnetze Uberhaupt zu konfigurieren sind und welche Mdglichkeiten der Optimierung flr Nabe-
Speiche-Transportsysteme Uberhaupt existieren. Haben in Europa bisher Hub orientierte Transportnetze in den
nationalen Paketdiensten und nationalen Systemverkehren fiir Sttickgut als bodengebundene LKW-Verkehre
eine groRe Rolle gespielt, zumindest in Deutschland, so ist davon auszugehen, dass fur europaweit optimierte
Netze der Flugverkehr dominieren wird, wie dies auch in den USA zu beobachten ist. Da bisher eine
kontinentale Optimierung von Transportnetzen nur in den USA vor sich gegangen ist, Europa jedoch noch auf
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diese Aufgabe wartet, liegen Veroffentlichungen zu Nabe-Speiche-Transportsystemen fast ausschlieRlich aus
den USA vor.

10.2 Grundbegriffe und Vorteilhaftigkeit von Hub-Konfigurationen

Wir wollen im folgenden einige grundlegende Begriffe fur die Analyse von Hub orientierten Transportnetzen
geben und deren Vorteilhaftigkeit diskutieren, bevor wir in Abschnitt 3 die Gestaltungsfragen ndher analysieren.
Zwei grundlegende Eigenschaften von Hub-Netzwerken sind die Multiplikatorwirkung und die Konzentration
von Verkehren. Wir machen das durch folgende Abbildung deutlich:

@ @ @
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Abbildung 10.1: Multiplikatorwirkung und Konzentrationswirkung von einem Hub H

Wenn eine Airline unter 6 Stadten drei Verbindungen unter drei Stadtepaaren ermdglicht und dafiir 3 Flugzeuge
einsetzt (Abbildung 1, links), und so unter Einrechnung von Ruckfliigen insgesamt 6 Relationen bedient, so kann
sie durch Einflihrung eines Hubs H, wo Passagiere umsteigen oder Fracht umgeladen wird, mit 6 Flugzeugen 30
Stadtepaare verbinden: Stadt i mit allen Stadten j fr ij, also pro Stadt i 5 Relationen, d.h. insgesamt 6*5=30
Relationen. Wenn der Hub in einer weiteren Stadt 7 liegt, was haufig der Fall ist, kommen noch 12 weitere
Relationen hinzu. Die Relation Stadt i zum Hub H wird auch als Speiche bezeichnet und der Hub H als Nabe.
Man spricht dann von Nabe-Speiche-Systemen (Hub and Spoke im Englischen).

Um eine Hub-Konfiguration von Abbildung 10.1 (rechts) aufzubauen und Umsteigen und Umladen am Hub zu
ermdglichen, ist eine zeitliche Abstimmung der Fliige erforderlich. Die Abflugzeiten in den Stédten 1...6 sind so
zu staffeln, dass die Flugzeuge gleichzeitig im Hub eintreffen, so z.B. um 10:00 Uhr. Wenn man fir Umsteigen
und Umladen am Hub eine Stunde kalkuliert, so kénnen die Flugzeuge ab 11.00 Uhr gestaffelt zu den Stadten
1...6 zuriuickfliegen. In der zweiten Tageshalfte kdnnen die entgegengesetzten Relationen angeflogen werden.
Auf diese Weise kénnen mit 6 Flugzeugen 30 Relationen bedient werden.

Ein Hub ermdglicht damit eine wesentlich groRere Zahl von Relationen als im Direktverkehr herzustellen, ohne
dass die Zahl der eingesetzten Flugzeuge genauso stark steigt. Man spricht von der Multiplikatorwirkung von
Hubsystemen. Ein weiterer Aspekt ist die Konzentration von Verkehren. Wahrend bei Direktverkehren von i
nach j nur das Aufkommen auf dieser Relation geflogen werden kann, so konzentriert ein Flug von Stadt i zum
Hub alle Passagiere (oder Frachtmengen), die von i nach j wollen, ij. Die Konzentration von Verkehren wird
auch als Economies of Densities bezeichnet. Die Konzentration wird vor allem bei transkontinentalen
Fernverkehren deutlich, die zwischen zwei Hubs, etwa Frankfurt und Chicago, vor sich gehen. Liegt diese
Konfiguration von zwei Hubs vor, so wird der Teil der Sendungen, die ins Zielgebiet eines anderen Hubs
gebracht werden sollen, zusammengefasst, (iber eine Fernrelation zu diesem Hub gebracht und dort distribuiert
(vgl. Abbildung 10.2).
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Sammeln

Verteilen

Fernrelation >

Hub Systeme werden von einzelnen Carriern fur ihre Relationen an bestimmten Flughéafen aufgebaut. So
besitzen die nationalen Carrier in Europa ihre Hubs in den Hauptstidten oder in Ballungsrdumen mit hoher
Bevdlkerungszahl: Air France in Paris, Lufthansa in Frankfurt. Abbildung 10.3 zeigt dafiir das Beispiel der

Abbildung 10.2: Netzlayout mit zwei Hubs

Lufthansa (Mayrhuber 2002).
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Abbildung 10.3: Luftverkehrs-Netzwerk mit zwei Hubs der Lufthansa

Hub Systeme werden von einzelnen Carriern fir ihre Relationen an bestimmten Flughéfen aufgebaut. So
besitzen die nationalen Carrier in Europa ihre Hubs in den Hauptstaddten oder in Ballungsrdumen mit hoher

Bevdlkerungszahl: Air France in Paris, Lufthansa in Frankfurt. Da die nationalen Carrier vor der Deregulierung
des Luftverkehrs an ihren Hubs eine Vielzahl von Sonderrechten eingeraumt bekamen, wie gunstige Lande- und
Abflugzeiten (Slots), eigene Abfertigungssysteme, Wartungskapazitaten und Stellflachen, ist der Wettbewerb an

den Hubs stark eingeschrankt. Von Mayer (2001) werden die betriebswirtschaftlichen Vorteile von Hub-

Systemen wie folgt systematisiert:

Vorteil

Wirkung

Multiplikatoreffekte

Mit n Verbindungen zum Hub kénnen n(n+1)/2 Stadtepaare verbunden werden

Economies of Densities

Kostendegression aufgrund der Verkehrsverdichtung auf den Speichen und auf den
Fernrelationen (h6herer Sitzladefaktor bei Passagiertransport)

Economies of Scope

Kostendegression aufgrund von Verbundproduktion

Economies of Scale

Kostendegression durch Einsatz groRer Flugzeuge auf den Speichen und auf den
Fernrelationen

Online-Verbindungen

Kundenbindung an einen Carrier durch kirzere Reisezeit

Hoéhere Flugfrequenzen

Steigerung der Nachfrage

Hub- und Routendominanz

Wettbewerbsvorteile durch Markteintrittsbarrien

Hub-Pramie

Durchsetzung von héheren Preisen

Interpretation:

Tabelle 10.1: Vorteile von Hub-Systemen (Quelle: Mayer 2001)
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Mit Online-Verbindungen ist gemeint, dass der Fluggast am Hub in ein Flugzeug des gleichen Carriers
umsteigen kann. Da die Carrier ihre Hub-Systeme zeitlich optimieren, fihrt ein Wechsel des Carriers am Hub zu
langeren Reisezeiten. Eine hohere Flugfrequenz erschlief3t ein gréBeres Kundenpotential, da der Verkehr von
alternativen Befdrderungsarten abgezogen wird. Die Hub- und Routendominanz ist Ausdruck der starken
Stellung der nationalen Carrier an ,,ihren* Hubs und wirkt als eine Markteintrittsbarriere. Infolge der Vielzahl
der angebotenen Relationen am Hub steigt dessen Attraktivitat fur Reisende, wodurch héhere Preise
durchsetzbar werden.

Zur weiteren Diskussion wollen wir zwei mdgliche Auspragungen des Layouts von Netzen in reiner Form
gegeniberstellen: das Netzwerk-Layout und das 1-Hub. Das Netzwerk-Layout zeichnet sich dadurch aus, dass
jedes Quellgebiet mit jedem Zielgebiet direkt verbunden ist und keine Hubs und Zwischenstops zugelassen sind
(vgl. Abbildung 10.4). Hingegen wird im 1-Hub angenommen, dass das Aufkommen im Umkreis eines Hubs im
Hub gesammelt, dort konzentriert und im gleichen Gebiet wieder verteilt wird. Zwischenstops sind nicht
zugelassen. Man unterscheidet zwei Typen von 1-Hubs: Den Sanduhr-Hub und den Hinterland-Hub (vgl.
Abbildung 10.5). Wahrend der Sanduhr-Hub den Verkehr aus einer Region sammelt und in eine andere
weiterleitet, ssmmelt und verteilt der Hinterland-Hub im gleichen Gebiet. Ein Beispiel fiir ein Sanduhr-Hub ist
der Flughafen Mallorca, der die Passagiere aus Nord-Ost-Europa aufnimmt und dann auf die spanischen
Flughéfen verteilt.
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Abbildung 10.4: Netzwerk-Layout
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Abbildung 10.5: Zwei Formen von 1-Hubs:
das Hinterland-Hub (rechts) und das Sanduhr-Hub (links)

Die Konfiguration von Netzwerken des Giiter- und Personentransportes als direkter Linienverkehr Netzwerk-
Layout oder als Layout eines 1-Hub besitzt verschiedene betriebswirtschaftliche Vorteile, die im jeweiligen
Kontext genutzt werden kénnen und die bereits vielfach diskutiert worden sind (Vahrenkamp 1999). Wir heben
hier bloR drei Punkte hervor:
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1. Die unterschiedliche Nutzungsintensitdt der Barcode-gesteuerten  Sortiermaschinen  bei
Paketdienstnetzen in Abh&ngigkeit vom Layout der Netzwerke.

2. Das hohere MaR an Plnktlichkeit beim Passagiertransport in sternformigen Netzen gegenuber von
Liniensystemen mit Zwischenstops.

3. Der Trade Off zwischen Kapitalinvestitionen in Transportgerat einerseits und Nutzungsintensitét der
eingesetzten Transportgerate andererseits in Abhangigkeit vom Layout des Transportsystems.

Der letzte Punkt soll an dieser Stelle mit einer modelltheoretischen Analyse mit einer Gegeniiberstellung des
Netzwerk-Layouts mit dem 1-Hub erlautert werden. Hierzu nehmen wir 16 Kundenknoten an, die kreisférmig
um einen zentralen Hub mit einem Radius von 1000 km gleichméaRig angeordnet sind. Das Sendungsaufkommen
von Kundengebieten i nach j betrage jeweils 30 Tonnen. Als Transportmittel werden Flugzeuge mit 20 Tonnen
Nutzlast eingesetzt. Werden die Transporte im Netzwerk-Layout ausgefiihrt, so ergeben sich nach Vahrenkamp
1999 folgende GréBRen im Vergleich zur Transportabwicklung tiber den 1-Hub:

Netzwerk-Layout 1-Hub
Anzahl der benétigten Flugzeuge 480 368
Flugleistung insgesamt in tkm 20*361.920 20*720.000
Flugleistung pro Flugzeug in tkm 15.080 39.130

Tabelle 10.2: Vergleich Netzwerk-Layout und 1-Hub

An diesen Daten wird deutlich, dass Netzwerke des Giitertransportes einer Hub-Konfiguration weniger
Flugzeuge einsetzen, und zwar in diesem Modellfall um 23% weniger, diese aber, gemessen an der Flugleistung,
intensiver nutzen und zwar in diesem Modellfall um den Faktor 8/3. Das folgende Portfolio in Abbildung 10.6
veranschaulicht den Trade Off zwischen Kapitalinvestition und Nutzungsintensitét:
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Abbildung 10.6: Trade Off zwischen Kapitalinvestition und Nutzungsintensitat

10.3 Mdoglichkeiten der Netz-Konfiguration

Wir bringen im folgenden eine Ubersicht iiber die Literatur zum Layout von Transportnetzen. Wir unterscheiden
in Abschnitt 3 die einfachen statischen Kostenminimierungsmodelle des p-Hub-Median-Problems, die keine
Modellierung von Zeitstrukturen und keine Routenbildung zulassen, von denen in Abschnitt 4, in denen
Zeitfenster, Zeitstrukturen und Routenplanung fiir die Flugzeuge eine Rolle spielen.

Die Modelle in der Literatur zum Layout von Transportnetzen gehen von N Quell- bzw. Zielgebieten aus, die
entweder als Knoten in einem Graphen (diskrete Netzwerkansétze) oder als Punkte in der 2-dimensionalen
Ebene (kontinuierliche Ansétze) représentiert werden und die als Kundenknoten bezeichnet werden. Jeder dieser
Punkte ist eine Quelle Q von Verkehrsaufkommen, etwa in Form von Passagieren oder von Gitersendungen, wie
z. B. von Paketen, mit dem Ziel Z in einem der Ubrigen N-1 Zielgebiete. Betrachtet werden daher (Q-Z)-Paare

(i,j) an Quell- und Zielgebieten, fur die jeweils ein Mengenaufkommen Wij definiert ist, i=j. Gefragt wird, ob die
(Q-2)-Paare mit einer direkten Transportrelation verbunden oder (iber Hubs konzentriert werden sollen. Man
spricht in diesem Zusammenhang auch vom Routing der Passagiere bzw. der Sendungen. Das Routing wird von
den speziellen Kostengrdssen im Tranportnetz gesteuert (siehe unten).
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Wird nach der Lokalisierung von Hubs im Netz gefragt, so missen zunéchst die potentiellen Standorte von Hubs
definiert werden. Diese kdnnen einerseits in den Kundenknoten liegen und andererseits auBerhalb dieser
Kundenknoten. Kundenknoten, in welchen keine Hubs liegen, werden auch als Nicht-Hub-Knoten bezeichnet.
Wenn eine direkte (Q-Z) Verbindung mdglich ist, so nennt man diese Verbindung einen Non-Stop-Service. Sind
keine direkten (Q-Z) Verbindungen mdglich, so spricht man von einer strikten Hubbing Politik. In diesem
Falle ist auf jedem Weg zwischen Quell- und Zielgebiet mindestens ein Hub eingeschlossen. Sind fir ein (Q-2)-
Paar sowohl ein Non-Stop-Service wie auch ein Weg Uber ein oder mehrere Hubs mdglich, so spricht man von
einer nicht strikten Hubbing Politik. Gefragt wird ferner, welche Quell- bzw. Zielgebiete welchen Hubs
zugeordnet werden sollen (Allokationsproblem). Wir nehmen an, dass es flir jeden Hub mindestens ein (Q-2)-
Paar gibt, dessen Verbindung tber diesen Hub geroutet wird, wobei Q ein Nicht-Hub-Knoten ist. Damit werden
Hubs ausgeschlossen, (iber die keine Sendungen anderer Kundenknoten gefiihrt werden. Je nach
Allokationsregel unterscheidet man die single Allocation von der multiplen Allocation. Bei der single
Allocation wird jedes Quellgebiet unabhéngig von dem speziellen Zielgebiet stets an den gleichen Hub
angeschlossen. Zumeist wird fiir single Allocation die Regel der kleinsten Entfernung (oder Kosten)
angewendet. Anders ist die Situation bei der multiplen Allocation. Hier kann ein Quellgebiet an
unterschiedliche Hubs angeschlossen werden, je nachdem, welche Zielgebiete erreicht werden sollen. Mit der
Option der multiple Allocation gehen die Hub-basierten Transportnetze Uber die bekannten Modelle der
Location Theory hinaus, in der die Konsumguterdistribution nur die Politik der single Allocation zulésst. Die
Politik der multiplen Allocation ist beim Layout von Netzen fiir den Passagiertransport von Bedeutung, da
Passagiere ungern erkennbar grosse Umwege in Kauf nehmen mdéchten und daher eine Zuordnung des
Quellgebietes zu einem Hub, der nicht die Richtung des Zielgebiets berticksichtigt, vermieden werden sollte.
Diese Einschrankung entfallt bei Paketdiensten.

Ist die Anzahl der p Hubs vorgegeben und fragt man nach der optimalen Lokalisation von Hubs, so spricht man
von dem single p-Hub-Median-Problem bzw. multiple p-Hub-Median-Problem falls eine strikte Hubbing
Politik und eine single bzw. multiple Allocation vorliegt.

Ferner ist die Anzahl p von Hubs im Netz festzulegen. Dabei sind die Anzahl pk der realisierten Hubstandorte,
die in Kundenknoten liegen, von der Anzahl py der realisierten Hubstandorte zu unterscheiden, die auBerhalb
von Kundenknoten liegen. Wir haben dann definitionsgemal p = pk + pu . Damit die oben erhobene Forderung
erfallt werden kann, dass an jeden Hubknoten mindestens ein Nicht-Hubknoten angeschlossen werden kann,
muss gelten:

N-pk=>p,d.h. N=>2*pk + pn.

SchlieRlich ist die maximale Anzahl h der von Passagieren oder Sendungen von der Quelle zum Ziel zu
durchlaufenden Hubs festzulegen. Zwar ist der Transport Uber mehrere Hubs theoretisch denkbar, jedoch wird in
den Modellen zumeist die Anzahl der zu durchlaufenden Hubs auf hochstens zwei beschrénkt. Die dabei
zugrunde liegende Vorstellung ist, dass vom Quellgebiet der Transport zu einem nahe gelegenen Hub stattfindet,
dort die Sendungen konzentriert werden und in einer Fernverbindung kostengiinstig zu einem Hub in der Néhe
des Zielgebietes gebracht werden. Von diesem Hub geht dann die Verbindung in das Zielgebiet. Die Abbildung
10.2 veranschaulicht unten diesen Zusammenhang. Mehr als zwei Stops an Hubs als Service werden im
allgemeinen nicht betrachtet, da solche Verbindungen fiir Passagiere nicht zumutbar sind und bei Express-
Ubernachtdiensten zu lange Verzogerungen bedeuten wiirden.

Unter der strikten Hubbing-Politik gibt es keinen Non-Stop-Service fiir ein (Q-Z)-Paar. Ist dariiber hinaus eine
single Allocation gegeben, so erfordert diese Politik, dass jeder Knoten einem Hub zugeordnet ist fur alle ein-
und ausgehenden Verkehre. Dies bedeutet, dass, wenn zwei Nicht-Hubknoten von demselben Hub bedient
werden, diese Knoten nur mit einem Ein-Hub-Stop-Service (One-Stop-Service) verbunden werden kdnnen.
Wenn zwei Nicht-Hub-Knoten von zwei verschiedenen Hubs bedient werden und diese Hubs direkt verbunden
sind, liegt der Fall eines Zwei-Hub-Stop-Services vor (Two-Stop-Service). Zusammenfassend kdnnen wir die
drei moglichen Service-Typen festhalten:

¢ Non-Stop-Service
e  One-Stop-Service
e  Two-Stop-Service

Die bisherige Diskussion ging von der vereinfachten Annahme aus, dass die Verbindung von einem Nicht-Hub-
Knoten zu einem Hub nur auf direktem Weg mdglich ist. Diese Annahme berticksichtigt jedoch nicht die
Maéglichkeit, dass das Transportmittel Zwischenstops an einem Kundenknoten auf diesem Weg einlegt, bei
denen Fracht oder Passagiere aufgenommen werden kénnen. Wenn die Zwischenstops auf dem Weg liegen oder
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in der N&he des Weges, kann damit der Einsatz von eigenstandigen Transportmitteln, die nur die Verbindung des
Knotens am Zwischenstop zum Hub konstituieren, entfallen. Der Weg eines Transportmittels von einem Knoten
zu einem anderen Knoten tber Zwischenstops wird als Route bezeichnet. Einen Zwischenstop auf einem Weg
zu einem Hub einzurichten, erfordert eine Abwdagung des damit verbundenen Zeitverlustes und des entstehenden
Umwegs mit der Einsparung an Transportmitteln. Mit s bezeichnen wir die maximale Anzahl der zugelassenen
Zwischenstops auf einem Weg von einem Nicht-Hub-Knoten zu einem Hub. Ist s = 0, so sind keine
Zwischenstops erlaubt.

Wenn Kundenknoten nur ein kleines Aufkommen an ausgehender Fracht oder Passagieren besitzen, ist der
Einsatz von kleinen als Feeder bezeichneten Transportflugzeugen ékonomisch, die dieses Aufkommen an den
néchsten Kundenknoten einer bestehenden Route liefern und es dort mit dem Aufkommen dieses Kundenknoten
vereinigen. Auf diese Weise wird eine Konzentration des Aufkommens herbeigefiihrt und vermieden, kleine
Mengen direkt an den Hub zu liefern. Beim Netzlayout ist zu entscheiden, ob die Feederoption zugelassen ist
oder nicht.

Die verschiedenen, oben diskutierten Moglichkeiten der Ausprdgung von Transportnetzen fassen wir in
folgender Klassifikation zusammen:

1. Die Anzahl p der existierenden Hubs.

2. Sind die Knoten einem Hub (single Allocation) oder mehreren Hubs zugeordnet (multiple
Allocation).

3. Eine strikte Hubbing Politik, eine nicht strikte Hubbing Politik oder ausschlieBlich Non-Stop-
Services liegen vor.

4. Die Verbindungen unter den Hubs sind direkt moglich (h < 2), oder von einem Hub zu einem
anderen Hub muss ein Weg womdglich {iber Zwischenhubs genommen werden (h > 2).

5. Die Anzahl s der zugelassen Zwischenstops einer Route.

6. An Nicht-Hub-Knoten einer Route kann die Fracht von Feedern aufgenommen werden oder nicht.

Eine ahnliche Klassifikation der verschiedenen Mdéglichkeiten des Layouts von Nabe-Speiche-Transportnetzen
nehmen auch O’Kelly und Miller 1994 vor. Sie unterscheiden die Netze jedoch nur nach den obigen Punkten 2),
3) und 4). Mit dieser Klassifikation gelangen sie zu acht Grundtypen von Nabe-Speiche-Transportsystemen, die
sie als Protokolle A bis H kennzeichnen. Die folgende Abbildung zeigt dieses auf, wobei die groflen Kreise die
Hubs darstellen und die dick ausgezeichneten Linien die Interhub-Verbindungen reprasentieren.
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Abbildung 10.7: Grundtypen von Nabe-Speiche-Transportsystemen
nach O'Kelly und Miller 1994

So zeichnet sich das Protokoll H dadurch aus, dass die multiple Allocation mdglich ist. Knotenpunkt 5 ist sowohl
an Hub 1 wie auch an Hub 2 angeschlossen. Ferner sind unter dem Protokoll H direkte VVerbindungen zwischen
Kundenknoten zugelassen, wie zwischen Knoten 8 und Knoten 7. Schliellich gibt es nicht in allen Féllen eine
direkte Verbindung unter den Hubs, wie dies z. B. bei der Verbindung 1 nach 3 der Fall ist.
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10.4 Statische Kostenminimierungsmodelle ohne Zeitstrukturen

10.4.1 Uberblick

Die in diesem Abschnitt behandelten Ansatze gehen von den bekannten statischen Modellen der
Lokalisationstheorie aus, erweitern diese um das Hub-Konzept und um Verbindungen zwischen Hubs, die sich
durch Economies of Scale auszeichnen. Die Modelle sind durchwegs so stark vereinfacht, dass sie keine
Zwischenstops (s=0) und keine Feeder zulassen. Beide Falle, die single und die multiple Allocation, werden
behandelt. Zumeist wird eine strikte Hubbing Politik angenommen, wobei die Hubs direkt untereinander
verbunden sind (h<2).

Hier kdnnen Modelle formuliert werden, welche in Analogie zur Klassischen Location Theorie einerseits die
Frage stellen, wie viele Hubs iberhaupt erforderlich sind um ein kostenminimales Transportnetz mit Hubs zu
etablieren. Eine weitere Frage besteht im p-Hub-Median-Problem. Gefragt wird, wie bei einer festgelegten
Anzahl von p Hubs diese zu lokalisieren sind und welche Quell- und Zielgebiete an die p Hubs angeschlossen
werden sollen (1 < p < N - pk)®°. Damit wird die Netzkonfiguration zu einem kombinierten Location-
Allocation-Problem. Zu dieser Frage liegt eine reiche Anzahl von Ver6ffentlichungen vor, die O’Kelly 1987
begonnen hat und die u.a. von Aykin, Campbell, Klincewicz und Skorin-Skapov fortentwickelt worden sind.

Grundlage dieser Modellansétze sind Informationen tiber die Nachfrage und tiber die Kosten. Die Kosten Cjj pro
Mengeneinheit flr die Transporte von einem Nicht-Hub-Knoten zu einem Hubknoten und von einem Hub zu

einem Nicht-Hub-Knoten sowie fiir Transporte zwischen je zwei Hubknoten sowie die Nachfrage Wij zwischen
je zwei Nicht-Hub-Knoten sind bekannt. Dieser Ansatz knlipft am betriebwirtschaftlichen Theorieverstandnis
der optimalen Gestaltung unter gegebenen Umweltbedingungen an, wird jedoch aus der volkswirtschaftlichen

Perspektive dahingehend kritisiert, dass die Nachfrage Wij nicht statisch gegeben ist, sondern eine fallende
Funktion der Transportpreise ist. Den Fall, dass ein Monopol den Transportpreis festlegen kann, untersuchen
Hendricks, Piccione und Tan 1995.

Das Modell O’Kelly 1987 fiir das p-Hub-Median-Problem sieht folgendermalen aus. Dieses Modell basiert auf
der strikten Hubbing-Politik mit s=0 und der single Allocation mit h<2. Wir betrachten ein System von N
Knoten, das von p Hubs bedient wird. Hubs sind an den Knoten anzusiedeln. Mit W;; wird das

Mengenaufkommen vom Knoten i zum Knoten j bezeichnet, mit Cij die Kosten fiir den Transport einer Einheit
von i nach j, izj. Wir definieren die folgenden binédren Entscheidungsvariablen: Xjk = 1, wenn Knoten i bedient

wird vom Hub k, Xjk = 0 sonst. Xjj = 1, wenn Knoten i ein Hub wird, Xjj = 0 sonst. Das Problem der
kostenminimalen Lokalisierung von p Hubs mit der strikten Hubbing-Politik und der single Allocation kann wie
folgt formuliert werden:

Minimiere die Zielfunktion

Z=3 3 > WiCi Xyt 20D WiCo X tAD D > > WiChi X X,
i j k i jom i j k m

unter den Bedingungen:
@D (N=p+DX; =D X; firalle j

=
(2) ZXij =1 firallei

©) ini =p

Die ersten beiden Terme der Zielfunktion beschreiben die Kosten des Transports vom Quellgebiet i zum Hub k
und vom Hub m zum Zielgebiet j. Der dritte Term driickt die Kosten fir den Transport zwischen den Hubs k und

5 Die Zahl p der Hubs wird auf N - px beschréankt, damit an jeden Hub mindestens ein Nicht-Hub-Knoten
angeschlossen werden kann. Diese Beschrédnkung wird jedoch nicht bei allen Ansétzen eingehalten. So nicht
beim klassischen Ansatz von O’Kelly (1987), siehe unten, und bei den Add- und Drop-Heuristiken, siehe
unten.
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m aus. Die Interhubkosten Cim werden mit einem Parameter A , 0 < A < 1, multipliziert, um damit den
Skaleneffekt fir Zwischenhubfliisse auszudriicken. Die Idee dahinter besteht darin, dass durch die Biindelung
der Transporte zwischen den Hubs gréRere Skaleneffekte auftreten, z. B. kdnnen Fluggesellschaften
Grol¥flugzeuge einsetzen. Die Nebenbedingung 1 stellt sicher, dass kein Knoten mit einem Hub verbunden wird,
solange der Hub nicht an dieser Stelle gedffnet ist, und dass hochstens (N — p +1) Knoten an jeden Hub
angeschlossen werden (einschlieBlich des Hubs selbst). Die Nebenbedingung 2 sorgt dafir, dass jeder Knoten
genau einem Hub zugeordnet wird. Hierin kommt die Politik des single Allocation zum Ausdruck. Mit der
Nebenbedingung 3 wird die gewiinschte Zahl von p Hubs erreicht. Diese Modellformulierung von O’Kelly fiihrt

zu einer Zielfunktion mit quadratischen Termen der Entscheidungsvariablen Xij und gilt daher als schwer losbar.
Von Aykin 1995A wird hierfiir ein Branch and Bound Verfahren angegeben. In der Formulierung von O’Kelly
wird nicht gefordert, dass an jeden Hub-Knoten mindestens ein Nicht-Hub-Knoten angeschlossen werden muss.
Dieses kann mit der zusétzlichen Nebenbedingung

@) DX, =X, firalle]
erreicht werden.

Fur A = 0 entfallt der quadratische Term in der Zielfunktion, und das Problem reduziert sich zu dem klassischen

p-Median-Problem der Location Theory. Betrachtet man die aggregierten Mengen Oj bzw. Dj der im
Kundenknoten i ein- bzw. ausgehenden Verkehre, so lasst sich die Zielfunktion wie folgt umformulieren.

Z :ZZ Ci X (O; +D;) +Azzzzwijckmxikxjm
K ] kom

10.4.2 Heuristiken fur das p-Hub-Median-Problem

In diesem Abschnitt werden Heuristiken zur Lésung des p-Hub-Median-Problems vorgestellt. Die
Modellannahmen beziehen sich bei den meisten Autoren auf die single Allocation kombiniert mit der strikten
Hubbing Politik. Aber auch nicht strikte Hubbing Politik und die multiple Allocation werden behandelt. In der
Uberwiegenden Mehrzahl der Falle werden die aus der Location Theory bekannten Heuristiken auf das p-Hub-
Median-Problem {bertragen, wie

e Add: Ausgehend von einem Hub werden solange solche Hubs erdffnet, die eine (maximale) Senkung
der Gesamtkosten ermdglichen, bis die Zahl von p Hubs erreicht ist.

e Drop: Zunédchst werden in jedem der N Kundenknoten Hubs er6ffnet. Ausgehend von N Hubs werden
solange solche Hubs geschlossen, die eine (maximale) Senkung der Gesamtkosten ermdéglichen, bis die
Zahl von p Hubs erreicht ist.

e Allocation Austauschheuristik: Die Zuordnung eines Nicht-Hub-Knotens zu einem Hub wird
geéndert, wenn damit eine (maximale) Senkung der Gesamtkosten moglich wird.

e Location Austauschheuristik: Ein Hub-Knoten wird mit einem Nicht-Hub-Knoten getauscht, wenn
damit eine (maximale) Senkung der Gesamtkosten méglich wird.

Die beiden letzen Verfahren werden auch als Interchange-Heuristiken bezeichnet. Wird die Option der
maximalen Senkung der Kosten ausgeibt, so spricht man von einer Greedy-Heuristik. Zum Teil werden diese
Ansdtze randomisiert (Tabu Search) und die Schritte mit einer Abkuhlwahrscheinlichkeit ausgefuhrt (Simulated
Annealing). Zum Teil werden diese Heuristiken mit Branch and Bound Verfahren kombiniert, wie z.B. bei
Aykin 1995A. Bei der Add- und bei der Drop-Heuristik ist nicht sichergestellt, dass an jeden Hub-Knoten
mindestens ein Nicht-Hub-Knoten angeschlossen ist und dass die aus dieser Bedingung abgeleiteten
Beschrédnkung p <N - pk eingehalten wird.

O’Kelly 1987 schlagt zwei Heuristiken vor zur Losung des single p-Hub-Median-Problem. Heuristik 1 bestimmt
durch vollstdndige Enumeration im Falle p < 4 die Lokalisation von p Hubs, wobei die Allokation der Knoten
zu den Hubs durch die Regel der n&chsten Entfernung bzw. niedrigsten Kosten vorgenommen wird. Die
Heuristik 2 unterscheidet sich von der Heuristik 1 durch die Allokationsphase, bei der auch die zweitgeringsten
Kosten beriicksichtigt werden. O’Kelly hat die Heuristiken mit den Daten von Civil Aeronautics Board 1970 (im
folgenden CAB-Daten) getestet, die das Passagieraufkommen unter 25 amerikanischen Stédten darstellen. Fr
den Scale-Faktor A < 0,6 stellt er keine Unterschiede zwischen beiden Heuristiken fest, so dass fur diesen
Wertebereich von A die Allokationsregel der kleinsten Entfernung greift. Dieses Phdnomen ist von vielen
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Forschern beobachtet worden und liegt darin begriindet, dass bei sinkenden Interhubkosten das Kostenminimum
des Netzlayouts stets von dieser Allokationsregel herbeigefthrt wird. Im Vergleich zu den Interhubkosten
dominieren die Kosten der Verbindung der Nicht-Hub-Knoten zu den Hubs, die mit dieser Regel minimiert
werden.

Klincewicz 1991 beschaftigt sich mit der Frage der Zuordnung von Knoten zu den Hubs bei einer gegebenen
Menge von p Hubs beim single p-Hub-Median-Problem. Er schldgt einen Multikriteria-Ansatz vor, der auller der
Entfernung auch das AusmaR des Verkehrs an den einzelnen Knoten berlicksichtigt. Zur Verbesserung der
Zielfunktion gibt er eine Location Austauschheuristik und eine Allocation Austauschheuristik an. Wird die
letztere Heuristik zum Austausch von zwei Nicht-Hubs gegen zwei Hubknoten erweitert, so erhalt man die
Double-Exchange-Heuristik, die sich in seinen Testlaufen mit den CAB-Daten weniger als 10% oberhalb des
Wertes befand, die mit Heuristik 1 von O’Kelly erzielt werden konnte. Damit ist eine einfache Heuristik
gewonnen, die den muhseligen Weg der vollstdndigen Enumeration vermeidet. Bei den Exchange-Heuristiken

wird mit einer Hubkonfiguration der p Hubs gestartet, welche die p gréfiten Oj + Dj Werte ausweisen. Zusatzlich
schlagt Klincewicz eine Clustering Heuristik vor, welche die gegebenen Kundenorte in p Gruppen clustert.

In einer weiteren Heuristik formuliert Klincewicz 1992 einen randomisierten Algorithmus fur die Bestimmung
einer Startlésung seiner Arbeit von 1991 von p Hubs fiir das single p-Hub-Median-Problem. Er baut schrittweise
eine Liste H von p Hubs auf. Fir jeden Nicht-Hubknoten i wird die Ersparnis bestimmt, die entsteht, wenn i in H
aufgenommen wiirde. Klincewicz bildet die Liste der sieben grofiten Ersparnisse und wéhlt daraus zuféllig einen
Knoten aus und figt ihn in die Liste der Hubs ein. Nach der Lokalisation wird eine Verbesserung durch einen
Location Austausch vorgenommen, die Uber eine Tabu-Liste gesteuert wird. Der Vergleich mit den Ergebnissen
von 1991 zeigt, dass in jedem Einzelfall diese Heuristik zwischen 1% und 6% besser ist als die Double-
Exchange-Heuristik.

Eine Tabusuche fiir das single p-Hub-Median-Problem unternehmen Skorin-Karpov, D. und Skorin-Karpov, J.
1994. Sie starten wie Klincewicz 1991 mit der Lokalisation von p Hubs auf den p Knoten mit dem meisten

Verkehr Oj + Dj. Danach verbessern sie ihre Lésung, indem sie sowohl den Location- wie auch Allocation-Teil
mit einer Austauschheuristik tberpriifen, wobei sie diesen Prozess mit einer Tabu-Liste steuern.

Mit den CAB-Daten 1970 wird ein Vergleich mit der Heuristik von O’Kelly 1987 vorgenommen. Rechenzeit
und Zielfunktionswert sind vergleichbar mit O’Kelly, jedoch weisen die Losungen des Tabu Search Ansatzes um
1% geringere Kosten auf.

Aykin hat 1995A eine weitere, auf Simulated Annealing beruhende Heuristik zur Lésung des single p-Hub-
Median-Problems publiziert. Den Allocation Part 16st er als Drop-Greedy-Algorithmus, wobei er dann die
Zuordnung der Kunden zu den Hubs mit seiner 1990 publizierten notwendigen Optimalitatsbedingung herleitet.
Auf diese Startlosung folgt eine Location Austauschheuristik. Ein Kundenknoten wird gegen einen Hubknoten
ausgetauscht, wobei die eintretende Verbesserung bloRR geschatzt wird. Ist die Schéatzung positiv, wird die
Verbesserung vorgenommen, sonst blo mit einer Abkuhlwahrscheinlichkeit. Getestet wird das Verfahren mit
Luftverkehrsdaten unter 40 US-Stédten aus dem Jahre 1989. Die heuristisch erzielten Lésungen werden dabei
verglichen mit exakten Lésungen, die auf einen Branch and Bound Ansatz (siehe unten) von ihm beruhen, der
eine untere Schranke zum Ldschen der Zweige nutzt, die mit einer Drop-Greedy-Interchange-Heuristik zur
Ldsung des multiplen p-Hub-Median-Problems bestimmt wird. Der Grundgedanke dieser Konstruktion besteht
darin, dass jede Losung des multiplen p-Hub-Median-Problems eine untere Schranke des single p-Hub-Median-
Problems darstellt. Von den 16 gerechneten Instanzen mit p = 2 bis 5 und N = 10 bis 40 St&dten erreichte seine
Simulated Annealing basierte Greedy Interchange Heuristik zur Losung des single p-Hub-Median-Problems in
allen acht Fallen den Optimalwert, in denen der Branch and Bound Ansatz tiberhaupt eine optimale Lésung
finden konnte. Dieses weist auf die hohe Ldsungsqualitat dieser Heuristik hin. Die Ldsungsqualitat der Drop-
Greedy-Interchange-Heuristik zur Lésung des multiplen p-Hub-Median-Problems ist nach den Ergebnissen von
Aykin ebenfalls ausgezeichnet. Die Optimalwerte aller obigen 16 Instanzen, die durch Enumeration hergeleitet
wurden, konnten von dieser Heuristik bestimmt werden.

Ernst und Krishnamoorthy 1996 stellen ein Simulated Annealing Verfahren fiir das single p-Hub-Median-
Problem vor. Dabei definieren sie ein Cluster als die Menge der Kunden, die zum gleichen Hub verbunden sind.
Sie starten mit einer zufallig erzeugten Anfangslosung mit p Clustern und definieren zwei Typen des Ubergangs,
um Nachbarschaftslésungen zu erzeugen:

e  Zuordnung eines zuféllig gewéhlten Kunden zu einem anderen Cluster,
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e Anderung der Lage eines Hubs in einem zufillig gewahlten Cluster zu einem anderen zufillig
gewdhlten Kunden im Cluster.

Getestet wurde diese Heuristik mit den CAB-Daten von 1970 und den Sendungsdaten der australischen Post mit
N = 200 Knoten. Die Ergebnisse der Heuristik konnten verglichen werden mit exakten Ldsungen, die durch
einen Branch and Bound Ansatz eines IP-Modells erzielt wurden (siehe unten). Die Ergebnisse der Heuristik
sind hervorragend; unter 60 Instanzen der CAB-Daten mit N = 10 bis 25 und p = 2 bis 4 und A = 0,2 bis 1 findet
sich nur eine Instanz, die nicht die optimale Lésung erreicht und eine Abweichung von 0,22 % aufweist. Unter
den 20 Instanzen der australischen Post mit N zwischen 10 und 50 und p zwischen 2 und 5 sowie A=0,75 gibt es
nur eine Instanz, in der das Optimum verfehlt wird und um 0,13 % darlber liegt. Die CPU-Zeit fiir diese
Probleme rangiert zwischen 0,19 Sekunden fur N = 10 und p = 2 fiir die CAB-Daten und 19 Sekunden fur N =
50 und p =5 der Postdaten. Fiir groRe Probleme wurden acht Instanzen zwischen N = 100 bis 200 und p =5 bis
20 gerechnet. Hierfir liegen keine optimalen Ldsungen mit Branch and Bound mehr vor. Die durchschnittliche
CPU-Zeit steigt nun von 80 Sekunden bis auf 1555 Sekunden.

Wahrend die Mehrzahl der Autoren sich mit Netzwerkansétzen beschaftigen, gibt es auch Arbeiten, die sich mit
dem Layout von Transportnetzen in der 2-dimensionalen Ebene fiir das single p-Hub-Median-Problem
auseinandersetzen. Es handelt sich hier um Campbell 1990 und Aykin 1995.

Campbell 1990 nimmt ein regelmaRiges Gitter in der Ebene als potentielle Anordnungspunkte fiir die
Hubterminals an. Er unterscheidet drei Politiken, um die Kundengebiete miteinander zu verbinden:

o Nachster Terminal. Das Quellgebiet wie auch das Zielgebiet wird an den jeweils néchsten Hub
angeschlossen. Zwischen den Hubs ist eine direkte Verbindung mdéglich (NT-Routing).

o Die Politik der kiirzesten Entfernung. Gewahlt werden Hubs, so dass der Gesamtweg vom Quell- zum
Zielgebiet minimal wird (MD-Routing).

o Die Verbindung mit den geringsten Kosten. Gewdahlt wird ein Weg, dessen Gesamtkosten minimal sind
(MC-Routing).

Im Unterschied zur gewdhnlichen euklidischen Distanz wird eine L1-Metrik zugrunde gelegt, wobei die
horizontalen und vertikalen Komponenten der Distanz unabhangig voneinander behandelt werden kénnen. Die
folgende Abbildung gibt Beispiele, aus der die Unterschiede von MC-, NT- und MD-Routing hervorgehen. In
der Abbildung sind die quadratischen Késtchen Standorte von Hubs. Beim NT-Routing wird das Quellgebiet
(Origin) an den né&chsten Hub oben links angeschlossen, und das Zielgebiet (Destination) an den Hub unten
rechts. Nach der L1-Metrik durchlduft die Interhubverbindung die vertikale Distanz vom Hub oben links zum
Hub unten links und darauf die horizontale Distanz vom Hub unten links zum Hub unten rechts. Beim MD-
Routing wird das Quellgebiet (bzw. das Zielgebiet) von vier Hubs des Rasters umgeben und an denjenigen unter
diesen vier Hubs angeschlossen, dessen (x,y)-Koordinaten am néchsten dem Zielgebiet (bzw. dem Quellgebiet)
liegen. Der Weg beim MC-Routing ergibt sich aus den hier nicht visualisierbaren Kostengroien.

Destination

NT Routing

m A—m m\

Abbildung 10.8: MC-, NT- und MD-Routing

Aykin 1995B sucht fir die euklidische Ebene die optimalen Standorte von p Hubs, wobei die Nachfrage gegeben
ist. Er kann dieses Problem P1 auf ein Problem P2 reduzieren, wenn die p Standorte gegeben sind. Dann sind
einfache Entscheidungen tiber optimale Servicetypen zu féllen, die durch vollstdndige Enumeration
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herbeigefiihrt werden kénnen. Sind dagegen die Servicetypen gegeben, so reduziert sich das Problem P1 auf P3,
das als ein Multi Facility Problem der Location Theorie mit unsymmetrischen Flussen geldst werden kann.
Aykins Losungsansatz ist wie folgt:

1. Initialisierung: Zundchst sucht er mit einer vorgeschalteten Heuristik eine Startlésung L von p
Standorten.

2. Eine Lésung P2 fiir L wird aufgesucht und so die erforderlichen Servicetypen berechnet.

3. Mit den gegebenen Servicetypen wird P3 mit einer vom Steiner-Weber-Problem bekannten Iteration
geldst und neue Standorte L1 gefunden.

4. Abbruch: Ein Abbruchkriterium wird Uberprift. Ansonsten wird mit L = L1 ein Sprung zu 2
gemacht.

Um eine Startldsung zu finden, werden vier Heuristiken getestet, wobei sich eine Drop-Heuristik und eine Drop-
und Interchange-Heuristik als geeignet herausstellt. Getestet wurden die Heuristiken mit zwei Datengruppen.
Einmal 180 Instanzen mit Random-Daten fiir N=10 bis 20 und P=2 bis 5 und zweitens 18 Probleme mit
Random-Daten flir P=3 bis 20 und N=20 bis 60. Bei den groflen Instanzen wachst die Rechenzeit durch den
Interchange-Part bei Drop und Interchange rascher als blof3 bei Drop. Insofern ist die Drop- und Interchange-
Heuristik fur nur kleine Datenmengen geeigneter. Um eine Startlésung zu finden, wird bereits 95% der CPU-Zeit
benétigt. Die folgende Tabelle fasst noch einmal die behandelten Heuristiken zusammen:

Autor Startlésung Location Startlésung Allocation Verbesserung
O'Kelly 1987 Vollstandige Enumeration | Kleinste Kosten, zweitkleinste
Kosten
Klincewicz 1991 Max (Oi + Di) Multi Criteria Austausch, 2er-Tausch
Klincewicz 1992 Add-Verfahren mit Kleinste Kosten Austausch mit Tabuliste
Zufallsauswahl
Skorin-Karpov u.a. 1994 Max (Oi + Di) Kleinste Kosten Austausch mit Tabuliste
Aykin 1995A Drop Greedy Notwendige Bedingung von Austausch mit Abkuhl-
Aykin 1990 wahrscheinlichkeit
Ernst u. Krishnamoorthy Zuféallige Wahl Nicht ermittelbar Nachbarschaftswahl mit
1996 Simulated Annealing

Tabelle 10.3: Heuristiken fiir das p-Hub-Median-Problem

10.4.3 Integer Programming Ansatze fir Hub-Probleme

In diesem Abschnitt werden Verfahren zur Losung von p-Hub-Median-Problemen vorgestellt, die auf Ansédtzen
des Integer Programming basieren. Dabei werden sowohl Heuristiken behandelt, die IP-gestiitzt sind, wie z.B.
Aykin 1994, als auch Branch and Bound Verfahren, die auf Modellen des Integer Programming beruhen. In einer
Arbeit (Aykin 1994) werden noch zusétzlich Kapazitétsschranken auf den Hubs eingeflihrt. Eine simultane
Optimierung von Lage und Anzahl der Hubs nimmt Klincewicz 1996 vor, wobei er auch Fixkosten
berlicksichtigt. Interessant sind hier die Fragen, unter welchen Bedingungen integerfreundliche Modelle
formuliert werden kénnen, deren Branch and Bound L&sung rasch zu ganzzahligen Lésungen kommt.

In einem Ubersichtsartikel gibt Campbell 1994 verschiedene Integer Programming Ansitze fiir Hub orientierte
Probleme an und erweitert damit die bekannten Ansatze aus der Lokalisationstheorie. Das p-Median-Problem
wird erweitert zum p-Hub-Median-Problem, das p-Centerproblem zum p-Hub-Centerproblem, das
Coveringproblem zum Hub-Coveringproblem und das unkapazitierte Warehouse Locationproblem zum
unkapazitierten Hub Locationproblem.

Wir stellen hier den Integer Programming Ansatz fir das multiple p-Hub-Median-Problem mit strikter Hubbing
Politik vor und definieren die folgenden Parameter:

Xijkm ist der Anteil des Flusses von der Quelle i zum Ziel j, wobei dieser geroutet wird tiber die Hubs k und m in
dieser Reihenfolge.

Yk = 1, wenn Knoten k ein Hub ist, sonst 0.
Zik =1, wenn Knoten i an den Hub k angeschlossen ist, sonst 0.

Wijj ist die nachgefragte Transportmenge von der Quelle i zum Ziel j, i]. Sei mit Cjj die Kosten des Transports
zwischen Knoten i und Knoten j pro Mengeneinheit bezeichnet, i=j. Wird eine Transporteinheit von i nach j Gber
die Hubs k und m geroutet, so entstehen unter Berticksichtigung des mit A < 1 ausgedriickten Skaleneffekts fur

die Interhubverbindungen die Kosten Cjjkm = Cik + Cmj + A*Ckm. Die Entscheidungsvariablen Xjjkm und Zjk
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determinieren die Allokation. Die Entscheidungsvariablen Y definieren die Lokalisierung der Hubs. Die
Zielfunktion Z des p-Hub-Median-Problems summiert die Transportkosten tber alle (Q-Z)-Paare:

Minimiere Z = > WX Ciim
i,j,k,m
i

unter den Nebenbedingungen:

(1) ZkYk =p

(2) 0<Yg<1firallek, Yk ganzzahlig

(3) 0 < Xjjkm < 1 furalle i,j,k,m
4) ZkXm Xijkm = 1 fir alle i
(5) Xijkm < Yk furalle ij,km

(6) Xijkm<Ym firallei,jkm

Nebenbedingung 1 sorgt dafiir, dass genau p Hubs eingerichtet werden. Nebenbedingung 2 schrénkt Yy auf O

oder 1 ein. Nebenbedingung 3 limitiert den Bereich der Flussanteile Xjjkm. Die Nebenbedingung 4 stellt sicher,
dass die (Q-Z)-Paare Uber ein Paar von Hubs geroutet werden. Die Nebenbedingungen 5 und 6 stellen sicher,
dass die Flusse dort geroutet werden, wo Hubs sind.

Skorin, D. und Skorin, J., 1996 gehen von dem Ansatz von Campbell 1994 fiir das p-Hub-Median-Problem aus
und zeigen aber, dass diese Formulierung den Nachteil besitzt, dass die LP Relaxationen in einem hohen Maf3
fraktional ist. Durch die Summation Uber die Nebenbedingungen (5) und (6) erhalten die Autoren eine strengere
Relaxation, die fast immer ganzzahlige Lsungen aufweist. In fast allen durchgerechneten Beispielen terminiert
ein Branch and Bound Verfahren mit der LP Relaxation als unterer Schranke bereits am Root des Branch and
Bound Baumes mit einer ganzzahligen Lésung. Die Ganzzahligkeit tritt in 97 % der getesteten Instanzen fir den
multiplen Allocation Ansatz und 95 % der getesteten Instanzen fiir den single Allocation Ansatz auf. Die
integerfreundliche Formulierung der Nebenbedingungen durch Summation ist die gegenteilige Politik, die von
Revelle 1993 (und von ReVelle und Swain 1970) fur die integerfreundliche Formulierung von
Lokalisationsproblemen vorgeschlagen wurde. Dort wird an verschiedenen Problemen der Lokalisationstheorie
aufgezeigt, dass die Formulierungen mit disaggregierten Nebenbedingungen (,,starke LP Relaxation)
integerfreundlich sind. Hieraus ist der Schluss zu ziehen, dass fiir konkrete Falle sowohl die aggregierten wie
auch die disaggregierten Nebenbedingungen herangezogen werden missen. Sohn und Park 1997 weisen nach,
dass im Falle p=2 die LP-Relaxation des single p-Hub-Median-Problems stets ganzzahlige L&sungen besitzt —
ein bloR theoretisch interessantes Ergebnis, da im Falle p=2 das Problem auch durch vollstdndige Enumeration
geldst werden kann.

Als Erweiterung seines Ansatzes von 1995A setzt Aykin 1995A einen Branch and Bound Algorithmus ein, um
flir das single p-Hub-Median-Problem die optimale Menge von p Hubs aufzufinden. Hierbei benutzt er zur
Abschétzung der unteren Schranken seine Drop-Greedy Interchange Heuristik fir das multiple p-Hub-Median-
Problem (siehe oben). Die Allokation der Kunden wird mit vollstdndiger Enumeration gefunden. Zum Test
benutzt Aykin Daten aus dem Passagieraufkommen unter 40 US St&dten von 1989. Um die Kosten
abzuschétzen, nimmt er die Annahme eines Ladungsfaktors von 60% der Sitze an, fur die Fliige von Nicht-
Hubknoten zu Hubknoten und fur 80% der Routensegmente zwischen Hubs. Er untersucht dazu flinf
Flugzeugtypen. Die durchschnittlichen direkten Betriebskosten pro bezahlter Passagiermeile als Funktion der
Distanz wurden von ihm berechnet, indem er die durchschnittlichen Flugstunden dieser Flugzeuge heranzog.
Jedes Netzwerk wurde fiir p = 2 bis 5 geldst, wodurch sich die Anzahl von 16 Problemen ergab. Die Tests
wurden fur A = 0,80, A = 0,85 durchgefiihrt, wobei die Optimallésung mit Hilfe dieses Ansatzes (Branch &
Bound Algorithmus) in 8 von 16 Féllen gefunden wurde.

Ernst und Krishnamoorthy 1996 formulieren das single p-Hub-Median-Problem als Multi Commodity Ansatz
wie folgt. Sie nehmen Entscheidungsvariable Zjj an, die 1 sind, wenn Knoten i am Hub j angeschlossen wird und
0 sonst. Inshesondere impliziert Zkk = 1, dass Knoten k als Hub gewahlt ist. Damit formulieren sie das

quadratische Problem von O'Kelly 1987 um, indem sie wie Campbell 1994 als Entscheidungsvariable Xijk|
annehmen. Dieses Problem impliziert aber N*+ N2 Variable, wobei N2 binar sind. Es erfordert zudem (1 + N +
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N2+ 2N?3) lineare Nebenbedingungen. Diese Formulierung besitzt eine LP Relaxation mit einer engen unteren
Schranke, wie Skorin-Kapov u.a. 1996 gezeigt haben (siehe oben). Dieser an sich erfolgsversprechende Weg ist
jedoch insofern problematisch, als diese Formulierung fur grosse N auf einem Rechner wegen des explosiven
Wachstums der Zahl der Variablen und Nebenbedingungen nicht mehr darstellbar ist. Wird das Problem jedoch
als Multicommodity Flow dargestellt, dann reduziert sich die Zahl der Variablen auf N3+ N? und 1 + N + N?

lineare Nebenbedingungen. Ernst und Krishnamoorthy gehen wie folgt vor: Y jkm ist der gesamte Fluss, der am

Knoten i entsteht und zwischen den Hubs k und m geroutet wird. Mit der oben eingefiihrten Notation Oj und Dj
erhalten sie dann die folgende Problemformulierung:

Minimiere Z = Zik Cik Zik(Oj + Dj) + A*Zikm CkmYikm

unter den Nebenbedingungen:
1) 2k Zkk =p

2 2kZik =Lfirallei
©) Zm Yikm - Zm Yimk :OiZik—Zj Wij Zijj firalle i,k
4) Zik < Zkk fur alle i,k

Die Gleichung 3 verteilt den Fluss vom Knoten i am Hub k, wenn Angebot und Nachfrage determiniert wird

durch die Allokationen Zjk. Mit diesem Ansatz beschreiben Ernst und Krishnamoorthy ein Branch and Bound
Verfahren, das ihren oben erwéhnten Simulated Annealing Algorithmus als obere Schranke benutzt. Wegen der
hohen Qualitét dieser Schranke kann die Zahl der zu untersuchenden Knoten im Branch and Bound Baum
drastisch reduziert werden.

In einem Papier von 1994 fiihrt Aykin zu dem multiplen p-Hub-Median-Problem ohne strikte Hubbing Politik
zusétzlich Kapazitatsrestriktionen ein, da er argumentiert, dass im Luftverkehr die Landerechte die kritischen
Engpasse darstellen. Wenn die Hub-Lokalisation gegeben ist, kann er das Problem vereinfachen, indem er die
Kapazitatsrestriktionen, die bei ihm nicht ganz klar definiert sind, in die Zielfunktion in Lagrangeform
aufnimmt. Das duale Problem kann iber ein Subgradientenverfahren gelést werden. Mit einer Greedy Drop
Heuristik bestimmt er zunéchst p Standorte fir Hubs und wendet dann ein Branch and Bound Verfahren sowie
eine Greedy Interchange Heuristik an. Benutzt werden die Passagierdaten von 1989 aus 40 St&dten. Das
Subgradientenverfahren liefert eine untere Schranke fur Branch and Bound Verfahren. Getestet werden Hubs p =
2 bis 5 und 29 Problemgruppen mit insgesamt 155 Instanzen. Der Branch and Bound Ansatz resultiert in
Loésungen mit einer Differenz zwischen bester Lésung und unterer Schranke Kkleiner als 3,6%. Beim Greedy
Interchange wurden von 135 Instanzen 129 gleich oder besser geldst als durch den Branch and Bound Ansatz,
bei sechs Instanzen bis 1,4% schlechter. Der Drop-Teil wird gesteuert durch die untere Schranke. Geschlossen
wird der Hub-Knoten, der die kleinste untere Schranke besitzt. Beim Interchangeteil werden Nicht-Hub-Knoten
gegen Hubknoten getauscht. Wenn die untere Schranke groRer ist als die laufend beste Lésung, gibt es keinen
Austausch. Sonst wird der Austausch vorgenommen gegen einen Nicht-Hubknoten mit der kleinsten unteren
Schranke.

Ein Verfahren, das unkapazitierte Hub Location Problem mit Fixkosten zu l6sen, gibt Klincewicz 1996 an.
Dieses Problem geht von einer multiplen Allocation und einer strikten Hubbing Politik sowie von Fixkosten aus,
die bei Er6ffnung eines Hubs entstehen. Gefragt wird danach, die Anzahl und Lage von Hubs zu bestimmen
sowie die Allokation der Kundenknoten, welche die Summe von Fixkosten und variablen Transportkosten
minimiert. Klincewicz versucht, den Ansatz des Dual Ascent und Dual Adjustment von Erlenkotter 1978 aus der
Location Theory auf das Hub Location Problem zu tbertragen. Allerdings erweist sich dieser Ansatz nicht als
erfolgreich, da die erwiinschte Integralitdt am Root des Branch and Bound Baumes wesentlich seltener auftritt
als beim klassischen Facility Location (Erlenkdtter 1978). Vielmehr sind viele Branching-Schritte erforderlich,
um zu ganzzahligen Ldsungen zu gelangen.

10.5 Hub-Konfiguration mit Routen- und Zeitstrukturen

An dieser Stelle soll von den zu stark vereinfachten statischen, auf den Ansatz von O’Kelly 1987
zuriickgehenden Modellen, die von verschiedenen Autoren, wie O’Kelly und Miller 1994 und Kuby und Gay
1993, als zu wenig realitatsgerecht kritisiert wurden, abgegangen werden und solche Ansatze untersucht werden,
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welche die Zeitstruktur, die zeitliche Erreichbarkeit der Hubs, die Routenbildung von Flugzeugen (Jaillet und
Song 1996) und deren Abhéngigkeit von Start- und Landezeiten (Daskin und Panayotopoulos 1989, Kuby und
Gray 1993) sowie den Einfluss der Zeitzonen (Hall 1989) einbeziehen. Gleich drei Arbeiten behandeln die
Gestaltung optimaler Netze unter Zugrundelegung eines festen Hubs, dessen Lage nicht Gegenstand der
Optimierung ist (Daskin und Panayotopoulos 1989, Kuby und Gray 1993, Barnhart und Schneur 1996).

Die Einbeziehung der Zeitstruktur in die Hub-Lokalisation ist das Thema des Papiers von Hall 1989. Fir die
USA ist eine derartige Betrachtung insofern besonders relevant, als durch die gro3e Ost-West-Erstreckung des
Landes dieses in verschiedene Zeitzonen eingeteilt ist. Dies bedeutet fiir die Einsammelverkehre im Paketdienst,
dass in Stadten im Westen ein fritherer Annahmeschluss (,,Cut-Off-Zeit*) erforderlich ist, damit die Pakete
rechtzeitig zur lokalen Zeit am weiter 6stlich gelegenen Hub zur Sortierung eintreffen kdnnen. Zu seiner Analyse
definiert Hall den Begriff des Zeitfensters als Differenz zwischen der Ankunftszeit der Lieferung beim Kunden
am Morgen und der Startzeit der Flugzeuge in den Ursprungsstadten. Er nimmt an, dass in allen Stadten der
USA die gleiche Cut-Off-Zeit lokal gegeben ist. Die untere Grenze des Zeitfensters ist dann die Flugzeit von der
jeweiligen Stadt zum Hub und vom Hub zum Ziel unter Einbeziehung der Zeitzonen, jedoch noch ohne
Berlcksichtigung der Sortierzeit. Zunéchst présentiert er ein einfaches Modell mit einer eindimensionalen
Ausdehnung, das in Z Zeitzonen eingeteilt ist. Das minimale Zeitfenster bestimmt sich dann aus

e der Lange des linearen Segments geteilt durch Durchschnittsgeschwindigkeit der Flugzeuge
e plus 2 mal Lande- bzw. Startzeit
e plus Anzahl der Zeitzonen.

Hall erweitert sein Modell zur Bestimmung minimaler Zeitfenster fiir die USA, indem er 38 Standard
Metropolitan Statistical Areas (SMSA) zugrunde legt. Von diesen Punkten aus berechnet er die Flugzeiten zu
einem gegebenen Hub. In einer zweiten Analyse untersucht er den Einfluss der Sortierung auf die GroRe des
Zeitfensters. Die Sortierung hangt vom Ankunftsverhalten der Flugzeuge ab und diese wiederum von der Lage
des Hubs. Er diskutiert das Ankunftsverhalten in dem linearen Modell, wobei die Stédte gleich verteilt sind und
der Hub einmal im Osten, einmal in der Mitte und einmal im Westen angeordnet ist. Die Ankunftszeiten beim
East-Hub sind tber acht Stunden verteilt, beim West-Hub nur tber zwei Stunden. In einer weiteren Analyse
berechnet er das Zeitfenster fur drei beispielhafte Hub-Lokalisationen im Line-Segment in Abh&ngigkeit der
Sortierkapazitat. Wie diese bestimmt wird, ist unklar. Diese Ergebnisse Ubertragt er auf die 38 SMSA. Bei Hub-
Lokalisationen in Washington DC oder in St. Louis stellt sich heraus, dass diese wenig sensitiv sind beziiglich
der Sortierzeit. Hall pladiert fir mehrfache Hubs, da ein zentraler Hub nachteilig ist wegen langer Entfernungen.
So ist die mittlere, mit den Einwohnerzahlen gewichtete Entfernung zwischen je zwei Stadten der 38 SMSA
gleich 1.100 Meilen, die mittlere Entfernung aber (iber einen Zentral-Hub bei Indianapolis gleich 1.680 Meilen.

In der Arbeit von Jaillet und Song 1996 wird von dem einfachen Modell des klassischen Ansatzes von O’Kelly,
Aykin und Campbell abgewichen. Hier werden Hubs nicht unterstellt, sind aber mdglich als Resultat der
Optimierung. In dem zugrunde liegenden Modell kénnen verschiedene Flugzeugtypen, die Zahl der Flugzeuge
pro Typ und Routen gewdahlt werden. Auch mit diesen Annahmen kénnen Jaillet und Song die Modellbildung
beim Netzlayout stirker an die reale Welt heranfiihren als es beim klassischen Ansatz von O‘Kelly der Fall ist.
In Erweiterung des klassischen Modells sind dartiber hinaus verschiedene Pfade zugleich méglich: ein direkter
Pfad von der Quelle zum Ziel, der einen bestimmten Anteil der Fracht bzw. Passagiere aufnimmt, wahrend der
andere Teil Uber einen Zwischenstop oder tUber einen Hub gelenkt wird. Drei Politiken werden untersucht, wobei
als ein Stop ein Zwischenstop oder ein Hub verstanden wird:

e  One stop: Entweder eine direkte Verbindung oder ein Stop.
e  Two stop: Entweder eine One-stop Politik oder eine Verbindung mit einem zweiten Stop.
e  All stop: Beliebig viele Stops sind moglich.

Da Song 1995 eine Reduktion von all stop auf one stop aufgewiesen hat, reicht ein L&sungsverfahren fir one
stop aus. Das one stop Modell kann als ein einfaches MIP-Modell formuliert werden, wobei die Zahl der

erforderlichen Flugzeuge ganzzahlige GroRRen sind und der Prozentsatz Xitj der Anteil der Fracht von Quelle i
zum Ziel j ist, der Gber den Knoten t geroutet wird. Eine Kapazitatsschranke tritt als Nebenbedienung hinzu. Die
Loésung des Modells wird mit einer Heuristik vorgenommen, wobei zunéchst die LP Relaxation des Modells
geldst wird, und zusétzlich mit einer validen Restriktion die Losung verbessert wird. Dann wird durch lokalen
Austausch der Flusse auf den Kanten die Lésung verbessert, d.h. die Zahl der bendtigen Flugzeuge gesenkt.
Wenn z.B. die Residual-Kapazitat auf der Kante von i nach j umgelegt werden kann auf den Pfad i nach t und t
nach j, dann kann die Zahl der benétigten Flugzeuge auf der Kante von i nach j um eine Einheit reduziert
werden. Das Modell wird getestet an den CAB-Daten 1970 sowie mit Daten aus den 39 gréfiten Stadten der
USA, wobei die Nachfrage nach Transportleistungen aus einem Gravitationsmodell hergeleitet wird. Als eines
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der Resultate kann festgehalten werden, dass gemessen am Gap zwischen Heuristik und der LP-Relaxation die
Heuristik maximal um 7% von der Optimallésung abweicht, wenn die Nachfrage unter den Stédten grof? ist. Die
Heuristik arbeitet dagegen schlecht fiir kleine Nachfragen. Als Resultat der Optimierung kénnen sich Stops zu
Hubs entwickeln.

Daskin und Panayotopoullos 1989 untersuchen die Zuordnung von Flugzeugtypen zu Routen, die von einem
festen Hub ausgehen und in diesen wiederum enden. Zugrunde liegt ein Zuordnungsproblem der
Ressourcenplanung, bei dem ein Flugzeug in Uberlappenden Zeitperioden nur einer Route zugeordnet werden
kann. Die Zielfunktion ist die Maximierung des Gewinns bei bestimmten Zuordnungen. Zu jeder Route ist eine
geplante Startzeit und Riickkehrzeit gegeben. Geldst wird das Problem mit der Technik der Lagrange-
Relaxation. Flr gegebene Lagrange-Multiplier wird aus der Lésung der Lagrange-Relaxation mit einer Heuristik
eine primal zuléssige Losung hergeleitet. Mit einem Subgradienten-Ansatz werden die Multiplier solange
fortgeschrieben, bis die Lésung konvergiert. Die Testldufe mit Random-Daten haben gute Ergebnisse gezeigt,
gemessen am Gap zwischen bester Lésung und oberer Schranke, wenn die Zahl der benétigten Flugzeuge,
welche die Routen bedienen, ungeféhr dem Angebot der Flugzeuge entspricht. Dann bewegt sich der Gap im
Bereich von 1% bis 5%.

In der Studie von Kuby und Gray 1993 untersuchen die Autoren das westliche Netz von Federal Express mit
Memphis als Hub. Im Unterschied zu den einfachen Kosten-Minimierungsmodellen in Abschnitt 3 wird eine
differenzierte Gestaltung der Routen zugelassen. In einem Flug von einem Quellgebiet zum Hub sind
Zwischenstops (stopover) moglich. Am Start einer Route und an den stopover Punkten sind Lieferungen durch
kleinere Flugzeuge erlaubt (feeders). Bei einem Stop konnen verschiedene Aktivitaten ausgefuhrt werden, die
zur Koordination im Netzwerk flihren:

o Aufnahme von Fracht von anderen eingetroffenen Flugzeugen (Feedern);
o Aufnahme von Fracht, die originar aus dem Quellgebiet des Stops resultiert;
e Abgabe von Fracht fiir das Zielgebiet des Stops.

Verschiedene Flugzeugtypen mit spezifischen Transportkosten werden in das Modell aufgenommen. Gesucht
wird ein kostenminimales Netzlayout mit einem Hub in Memphis. Die Lésung folgt mit einem Integer
Programming Ansatz, der Routen, Pfade und Kanten einschlief3t. Das Modell enthalt Fixkosten. Das
Aufkommen an Sendungen der verschiedenen Stadte wird modellhaft hergeleitet aus der Bevolkerungsdichte
dieser Stadte. Gelost wird der Integer Programming Ansatz mit einem Standard-Software-Paket. Dieses ist
mdglich, da die ModellgroRe beschrénkt wird, indem nur Routen zugelassen werden, deren Flugdauer nicht mehr
als 6,8 Stunden betragt. Diese Beschrankung ist erforderlich, damit die Fracht rechtzeitig zu dem Sortierprozess
in Memphis eintrifft. Die Autoren vergleichen die in ihrem Modell gefundene optimale Losung mit dem
aktuellen Netz von Federal Express und stellen nur geringe Abweichungen fest.

In dem Papier von Barnhart und Schneur 1996 wird das Problem des Service Design fir Express-Dienste mit
Flugzeugen und bodengebundenen Sammel- und Verteilverkehren betrachtet. Gegeben ist ein fester Hub sowie
die Kundennachfrage. Zu wéhlen ist die Lage der Flughéfen, die Verbindung der Flughafen mit Sammel- und
Verteilverkehren, die Zuordnung der Flugzeuge zu den Flughafen und die Gestaltung von Flugplénen. Die
Spitzenlast kann an andere Dienste abgegeben werden. Variationen des Modells sind moglich, wie

o  Sammel- und Verteilverkehre durch Bodenverkehre oder durch kleinere Flugzeuge,

e Routen mit mehreren Stops am Hub, sofern Zeitfenster keine Restriktion bilden, jedoch die
Flugkapazitat die Restriktion darstellt,

e mehrere Hubs,

e Variationen des Serviceniveaus, wie next day, second day, usw.

Die Ldsung des Problems geht in zwei Phasen vor sich. In einer Pre-Processing-Phase wird die Problemgréiie
reduziert. So wird zum Beispiel die second day Lieferung in die Excess-Kapazitat verlagert. Gelost wird der
Ansatz mit dem Branch and Price Verfahren von Barnhart u.a., 1998. Die LP-L6sung des reduzierten Problems
wird mit einem Standard-Solver (CPlex) geldst. Das IP hat einen Gap zur LP Relaxation von 0,5%. Die Autoren
geben eine Kostenreduktion durch das Verfahren von 7% an.

10.6 Schlussbetrachtung

Die Bedeutung von Hub-Strukturen flr viele-zu-viele Netzwerke wurde dargelegt und die verschiedenen
Auspragungen solcher Netze aufgezeigt. Die verschiedenen Verfahren der Standortoptimierung fur die
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Lokalisierung von p Hubs in vereinfachten Modellen fir viele-zu-viele Netzwerke wurden betrachtet. Fur die
differenzierten Ansétze, die mit Hubstrukturen verbundenen Probleme der realen Welt in Modellen abzubilden,
wurden inshesondere die Konsolidierungen von Sendungen durch Routenbildung und die Erstellung von
Flugplanen behandelt. Die wenigen Verdffentlichungen zu diesem Themenkreis deuten auf einen erheblichen
Forschungsbedarf hin.
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11 Kantenorientierte Rundreisen in Netzwerken

11.1 Uberblick tiber Rundreiseprobleme in Netzwerken

Als Rundreiseprobleme werden Fragestellungen bezeichnet, die eine Rundreise durch ein Netzwerk beschreiben,
dessen Kanten (i,j) mit Entfernungen d;; > 0 bewertet sind. Die Instanzen der Rundreiseprobleme werden also
zusatzlich zu den Knoten V und den Kanten E noch durch die Entfernungsmatrix D = (dj;) charakterisiert: N =
(V,E,D). Je nachdem, ob jede Kante mindestens einmal besucht werden soll oder jeder Knoten, unterscheidet
man die kantenorientierten Rundreiseprobleme von den knotenorientierten. In diesem Kapitel wenden wir uns
den kantenorientierten Rundreisen zu. Den knotenorientierten Rundreisen ist dann das folgende Kapitel 12
gewidmet.

11.2 Euler-Netzwerke und Euler-Touren

Kantenorientierte Rundreiseprobleme treten bei Versorgungs- und in Stadtbezirken auf, wie die Verteilung von
Zeitungen, von Post und der Entsorgung von Mill in den einzelnen Strallen. Hier geht es darum, die einzelnen
StraRen einer Stadt als Kanten zwischen Knoten (Kreuzungen) aufzufassen, und die einzelnen Straflen
nacheinander in einer optimalen Reihenfolge abzufahren. Optimal heif3t hier, mdglichst wenig StralRen doppelt
bzw. mdglichst wenig Umwege zu fahren. In gleicher Weise hat ein Brieftrager in einem Stadtviertel seine Tour
dahingehend zu planen, jede StraRe mindestens einmal abzulaufen. Die kantenorientierten Rundreiseprobleme
basieren auf dem Konzept der Euler-Netzwerke.

Ein Euler-Netzwerk ist ein zusammenhéngendes Netzwerk, in dem jeder Knoten einen geraden Knotengrad von
mindestens zwei besitzt. Die folgende Abbildung 11.1 stellt ein Nicht-Euler-Netzwerk einem Euler-Netzwerk
gegeniber. Im Nicht-Euler-Netzwerk besitzen die Knoten 3 und 5 einen Grad von 3, also einen ungeraden Grad.

Nicht-Euler-Netzwerk Euler-Netzwerk

Abbildung 11.1: Euler- und Nicht-Euler-Netzwerk

Eine Euler-Tour ist ein Zyklus in einem Netzwerk, der jede Kante genau einmal durchléuft. Fir die
Organisation einer Brieftrager-Tour zur Verteilung der Post in einer Stadt sind Euler-Touren insofern ein
Vorbild, als keine StraBe vom Brieftrager doppelt durchlaufen werden muss. Kantenorientierte
Rundreiseprobleme werden daher auch als Brieftragerprobleme bezeichnet. Die folgende Aussage stellt den
Zusammenhang zwischen Euler-Netzwerken und Euler-Touren her.

Aussage 11.1: In jedem Euler-Netzwerk N gibt es eine Euler-Tour.

Herleitung: Starte mit einem Knoten s und gehe zu einem Nachbarknoten i. Da der Knotengrad von i gerade ist,
gibt es von i aus eine Kante, die noch nicht besucht wurde. Mit dieser Kante wird i verlassen zu einem
Nachbarknoten j. Dann kann von j aus ein Nachbar k besucht werden. Ist der Knotengrad von i gleich 2, so wird
der Knoten i nicht wieder von j aus besucht, da zwei zu i inzidente Kanten fiir das Eintreffen und Verlassen von i
vorhanden sind. Das Verfahren bildet einen Zyklus Z, wenn der Startknoten s wieder erreicht wird. Man streicht
dann alle Kanten des Zyklus in N und bildet im verbleibenden Netzwerk N’ wiederum eine Zyklus usw., bis alle
Kanten von einem Zyklus besucht worden. AnschlieRend werden alle Zyklen zu einer Euler-Tour vereinigt. Mit
dem folgenden Verfahren werden diese Uberlegungen im Pseudocode prézisiert. Die Notation Z = Z + i soll das
Anflgen eines Knotens i an den Teilweg Z symbolisieren:
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Verfahren 11.1: Euler-Tour

1. Initialisierung
N :=N
p := 1. //zahlt die Zyklen

2. Verarbeitung
While N’ noch Knoten enthalt Do
Begin
Wahle in N’ einen Startknoten s und setze Teiltour Z = s.
Alle Kanten des Netzwerkes N’ sind unmarkiert. Setze k = s.
Repeat
Suche einen Nachfolger i von k, so dass die Kante (k,i) unmarkiert ist.
SetzeZ=Z+1.
Setze Kante (k,i) als markiert. Setze k = i.
Untilk =s
Setze Zyklus Zp = Z.
Streiche im Netzwerk N’ die Kanten des Zyklus Z, und die dann entstehenden
isolierten Knoten.
Setze p = p+1.
EndWhile
/IVereinigung der Zyklen zu einem Zyklus Z:
Alle Zyklen Zi sind unmarkiert
=271
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While ein Ziunmarkiert ist, i=2..p-1 Do
Fori:=2To p-1Do
Begin
If Zi unmarkiert und (Z und Z; besitzen einen gemeinsamer Knoten k) Then
Begin
Vereinige Zi mit Z, indem Z; in Z an der Stelle k eingefiigt wird
Markiere Z;
EndIf
EndFor
EndWhile

Die Euler-Touren in Euler-Netzwerken sind nicht eindeutig, sondern hdngen von der Wahl des Startknotens s zur
Bildung des ersten Zyklus ab und davon, wie der Zyklus gebildet wird. Wahlen wir oben in Abbildung 11.1
rechts z.B. den Knoten 1 als Startknoten, so kénnen wir das Netzwerk in einem Zyklus 1,2,5,6,4,3,2,4,5,3,1
durchlaufen. Wird andererseits der Startknoten 2 gewdhlt, so kann als erster Zyklus Z; 2,3,1,2 entstehen. Wir
streichen dann die Kanten (1,2), (1,3) und (2,3) und den Knoten 1. Im Restnetzwerk N’ wihlen wir Knoten 5 als
Startknoten aus und bilden den Zyklus Z, 5,4,6,5. Wir streichen dessen Kanten und den Knoten 6. Im
Restnetzwerk N* wihlen wir dann den Knoten 2 als Startknoten aus und bilden den Zyklus Z3 2,4,3,5,2. Im
anschlieBenden Schritt werden die Zyklen Z1, Z,, Z3 zu einem Zyklus Z vereinigt. Da Z; und Z, keinen
gemeinsamen Knoten k besitzen, werden zuerst Z; und Zs tber den gemeinsamen Knoten k=2 zu Z =
2,4,3,5,2,3,1,2 vereinigt und dann mit Z, tGiber den gemeinsamen Knoten k=5 zu Z = 2,4,3,5,4,6,5,2,3,1,2. Die
folgende Abbildung 11.2 zeigt den Gesamtzyklus Z mit Startknoten 2.

<« ®

Abbildung 11.2: Brieftrager-Tour im Euler-Netzwerk von Abbildung 1

Da eine Euler-Tour jeden Knoten, den sie besucht, auch verlassen muss, ist ein gerader Knotengrad auch
notwendig fur die Existenz einer Euler-Tour. Daher kann in Nicht-Euler-Netzwerken keine Euler-Tour auftreten.
Zu fragen ist nun, wie Brieftrger-Touren zu gestalten sind, wenn nicht alle Knoten einen geraden Knotengrad
aufweisen, was in realen Netzwerken zu erwarten ist. Die Grundidee in dieser Situation ist, das bestehende
Nicht-Euler-Netzwerk mit zusétzlichen Kanten zwischen Knoten mit ungeradem Knotengrad so zu erweitern,
dass ein Euler-Netzwerk entsteht und die hinzugenommenen Kanten einen minimalen Umweg fiir den
Brieftrager bedeuten. Fiir die neuen Kanten lassen sich gliicklicherweise die Knoten mit ungeradem Knotengrad
zu Paaren zusammenstellen, da wir von diesen Knoten stets eine gerade Anzahl auffinden kénnen. Diese
Zusammenstellung zu Paaren bezeichnet man auch als Matching (zum Begriff des Matching vgl. Kapitel 8).
Hierzu hilft uns folgende Aussage weiter, wenn wir fur ein Netzwerk N mit U(N) die Anzahl der Knoten mit
ungeradem Knotengrad bezeichnen.

Aussage 11.2: Wenn N = (V,E) ein zusammenhangendes Netzwerk ist, dann ist U(N) = 0 oder eine gerade
positive Zahl.

Herleitung: Zur Herleitung bemerken wir, dass jede Kante zwei Endknoten aufweist, weswegen die Summe der
Knotengrade

> grad(i) =2|E|

ieV
eine gerade Zahl ist ( |E| bedeutet Anzahl Kanten). Wir zerlegen die Knotenmenge V in zwei Teilmengen Vg

fur Knoten i mit geradem Knotengrad und V fiir Knoten i mit ungeradem Knotengrad. Die Summe der
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Knotengrade tiber V kdnnen wir dann zerlegen in die Summe Uber i € Vg fur gerade Knotengrade und in eine

Summe diber i € Vy fiir ungerade Knotengrade. Die Summe Uber die Knoten mit geradem Knotengrad ist eine
gerade Zahl. Folglich muss auch die Summe Uber die Knoten mit ungeradem Knotengrad eine gerade Anzahl
darstellen. Hieraus folgt, dass U(N) gerade ist.

11.3 Das minimale Gewichtsmatching zur Erzeugung eines Euler-Netzwerks

In einem Stralennetz, das ein Nicht-Euler-Netzwerk N darstellt, kbnnen wir eine Erweiterung des Netzwerkes zu
einem Euler-Netzwerk aus praktischen Griinden nicht mit neuen StralRen vornehmen, sondern suchen stattdessen

zwischen je zwei Knoten i,j € Vy den kirzesten Weg in N mit der Lange dij. Wir erweitern nun das Nicht-

Euler-Netzwerk N zu einem Euler-Netzwerk N’, indem wir zwischen je zwei Knoten i,j € Vy eine zusatzliche
Kante legen, die mit der Lange dj; des kiirzesten Weges zwischen i und j bewertet wird und die als ein Weg in N
zu interpretieren ist. Um die Erweiterung kostenminimal zu gestalten, stellen wir die Knoten mit ungradem
Knotengrad in einem Matching (vgl. Kapitel 8) mit minimalem Gewicht zu Paaren zusammen. Dazu benétigen
wir ein kostenminimales Matching, d.h. eine Anwendung des minimal Gewichtsmatchings, das eine
Erweiterung des Zuordnungsproblems (vgl. Kapitel 8) auf nicht-bipartite Netzwerke darstellt — ein polynomiales
Verfahren, das Edmonds und Johnson 1970 publiziert haben. Da dieses Verfahren sehr aufwendig ist, verzichten
wir hier darauf und wenden eine einfache Greedy-Heuristik an, um eine kostengtinstige Zuordnung zu finden.

Verfahren 11.2: Heuristik Minimales Gewichtsmatching

Ausgangspunkt ist ein vollstandiges bewertetes Netzwerk mit n Knoten.

1. Ordne die Kanten nach aufsteigenden Bewertungen in einer Liste.

2. Wabhle nacheinander aus der Liste %2n Kanten aus, beginnend am Kopf der Liste mit der Kante mit
kleinster Bewertung. Wenn eine der zur Auswahl stehenden Kanten in der Liste einen
gemeinsamen Knoten mit einer bereits ausgewahlten Kante hat, dann Uberspringe sie.

Die Qualitat der Losung dieser Heuristik ist nicht besonders gut. In Kapitel 12 werden weitere Heuristiken fiir
das minimale Gewichtsmatching aus den Heuristiken fur das Travelling Salesman Problem hergeleitet.

Die kostenminimale Erweiterung eines Nicht-Euler-Netzwerkes zu einem Euler-Netzwerk soll anhand des
folgenden Beispiels erlautert werden.

Beispiel 11.1

®

®

35 25
3 50 15 25 41 15

S~

Abbildung 11.3: Beispiel zum minimalen Gewichtsmatching

Die Abbildung 11.3 zeigt auf der linken Seite das Original-Netzwerk, in dem die Knoten 2, 3, 5 und 6 einen
ungeraden Knotengrad aufweisen. Um dieses Netzwerk in ein Euler-Netzwerk zu tberfihren, sind also unter den
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Knoten mit ungeradem Knotengrad Zusatzkanten einzufligen. Zu diesem Zweck betrachten wir das Teilnetzwerk
der Knoten mit ungeradem Knotengrad (vgl. Abbildung 11.3 rechts). Die Bewertungen auf den Kanten
repréasentieren die Entfernungen des kirzesten Weges im Originalnetzwerk. So fiihrt zum Beispiel der kiirzeste
Weg von 2 nach 5 uber die Knoten 3 und 4 mit einer L&nge von 25+9+7=41. Gefragt wird nun, wie in dem
Teilnetzwerk ein perfektes Matching mit minimaler Bewertungssumme der Kanten durchgeftihrt werden kann.

Dazu missen die Kanten des Teilnetzwerks zunachst nach ihren Bewertungen aufsteigend sortiert werden (vgl.
Tabelle 11.1).

Kante Bewertung
(2,6) 8
(3,6) 15
(3,5 16
(2,3) 25
(5,6) 35
(2,5) 41

Tabelle 11.1: Aufsteigend sortierte Kanten

Das Teilnetzwerk enthalt vier Knoten, demnach sind aus dieser Liste nun zwei Kanten auszuwahlen und in das
Matching aufzunehmen. Als erstes wird Kante (2,6) ausgewéhlt (Kante mit der kleinsten Bewertung). Die Kante
(2,5) wird Ubersprungen, da sie inzident zur Kante (2,6) ist (gemeinsamer Knoten: Knoten 2). Kante (3,5) ist
nicht inzident zu (2,6) und wird daher in das Matching aufgenommen (vgl. Abbildung 11.2 links).

Durch Einfligen der Kanten (2,6) und (3,5) in das Originalnetzwerk entsteht ein Euler-Netzwerk mit minimalen
Zusatzkosten (vgl. Abbildung 11.2 rechts).

35 25
41 15

® @

16

Matching der Knoten mit
ungeradem Knotengrad

Abbildung 11.4: Resultierendes Euler-Netzwerk
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12 Knotenorientierte Rundreisen in Netzwerken

12.1 Einfuhrung

Rundreiseprobleme durch Knoten werden als Probleme des Handlungsreisenden (Travelling Salesman
Problem) bezeichnet. Man geht hierbei von der Vorstellung aus, dass ein Handlungsreisender nacheinander eine
fest vorgegebene Zahl von Stadten zu besuchen hat und am Schluss seiner Reise wieder an seinen Ursprungsort
zurtickkehren mochte. Gefragt wird nach einer Reihenfolge der Stadte, welche die Reiseentfernungen minimiert.
Eine Rundreise, welche jede Stadt mindestens einmal besucht, wird als Travelling Salesman Zyklus
bezeichnet. Eine Euler-Tour in einem Netzwerk definiert z.B. einen Travelling Salesman Zyklus. Eine
Rundreise, welche jede Stadt genau einmal besucht, wird ein Hamiltonscher Zyklus genannt wird. Das
allgemeine Travelling Salesman Problem besteht darin, unter allen Travelling Salesman Zyklen den Zyklus mit
minimaler Lange zu finden. Hingegen wird als Travelling Salesman Problem bezeichnet, unter allen
Hamiltonschen Zyklen den Zyklus mit minimaler Lange zu finden.

5

Abbildung 12.1: Rundreisemdglichkeiten durch 6 Stadte

Im Netzwerk von Abbildung 12.1 stellt der Weg W1 = (1,2,6,3,4,5,1) einen Hamiltonschen Zyklus der Lénge
4+8+2+1+5+3 = 23 dar. Der Pfad P = (1,3,4,5,2,6,5,1) stellt einen Travelling Salesman Zyklus der Lange

4+1+5+1+8+7+3 = 29 dar. Der Weg W1 ist nicht optimal, da der Weg W2 = (1,3,6,4,5,2,1) mit der Lange
4+2+6+5+1+4 = 22 kiirzer ist.

Anwendungen fir das Travelling Salesman Problem sind in der Logistik zahlreich. Man denke etwa an das
Problem, auf dem Lande die Milch bei den Bauern fiir den Transport zu einer Molkerei einzusammeln und dafir
eine optimierte Rundreise aufzufinden, oder an das Problem, die Auslieferung der Pakete an die Kunden durch
Paketdienste als eine Rundreise eines Auslieferungsfahrzeuges zu organisieren. Ein Verfahren zur Auffindung
einer optimalen Travelling Salesman Tour zur Belieferung von Kunden unter Beriicksichtigung von
Kundenzeitfenstern wird in Kapitel 14 vorgestellt. Die Flihrung von Bohrmaschinen durch die Bohrpositionen
fiir die hunderte oder tausende von Bohrungen auf Leiterplatten furr elektronische Schaltungen kann man
ebenfalls als ein Travelling Salesman Problem interpretieren. Auch bei der Kommissionierung von Auftrégen in
einem Lager geht es darum, die Wege fiir den Lagerroboter bzw. fiir den Orderpicker durch Optimierung klein
zu halten. In einem abstrakteren Sinne kann man das Problem der Optimierung von Rustreihenfolgen an einer
Maschine bei wechselnder Sortenproduktion ebenfalls als ein Travelling Salesman Problem interpretieren. Das
Travelling Salesman Problem stellt ein Problemfeld dar, das weltweit intensiv erforscht wird.®

6 Die aktuellen Entwicklungen und Links kénnen von der Webseite http://www.math.princeton.edu/tsp/
abgerufen werden.
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12.2 Grundbegriffe des Travelling Salesman Problems

Da es beim Travelling Salesman Problem um das Auffinden einer kiirzesten Rundreise geht, ist es durch die
Angabe der Entfernungsdaten dijj auf den Kanten vollstandig spezifiziert. Man nimmt zumeist an, dass diese

Daten als eine Matrix D der Distanzen dij vorliegen. Um aus einem zumeist nicht vollstandigen Netzwerk fur
jedes Knotenpaar (i,j) eine Distanz herzuleiten, werden Distanzen fur nicht vorhandene Kanten mit sehr groRen
Zahlen belegt, die dafiir sorgen, dass diese Kanten nicht in der optimalen Tour auftreten. Wir kénnen damit im
folgenden die vereinfachende Annahme treffen, dass das Netzwerk vollstandig ist, und so eine Instanz eines
Travelling Salesmann Problems durch Angabe einer Knotenmenge V und einer Entfernungsmatrix D
beschreiben:

N =(V,D).

Man kann eine Instanz N = (V,D) eines Travelling Salesmann Problems in verschiedener Weise klassifizieren, je
nachdem, in welcher Art die Entfernungsdaten D = (d;;) vorliegen (vgl. Kapitel 4):

Abstrakte Daten

Daten, welche die Dreiecksungleichung erfullen
Euklidische Daten

Geographische Daten

Fir die weitere Diskussion konnen wir aus folgenden Uberlegungen das allgemeine Travelling Salesman
Problem auf das Travelling Salesman Problem mit Daten zuriickfiihren, welche die Dreiecksungleichung
erfillen:

(1) Gentigen die Daten eines vollstandigen Netzwerkes N der Dreiecksungleichung, dann besitzt das allgemeine
Travelling Salesman Problem eine Losung, die einen Hamiltonschen Zyklus darstellt, da man Knoten, die
mehrfach durchlaufen werden, tberspringen kann, ohne den Zyklus zu verlangern. Damit l&sst sich im Falle von
Daten mit Dreiecksungleichung das allgemeine Travelling Salesman Problem auf das Travelling Salesman
Problem reduzieren.

(2) Ferner l&sst sich zeigen, dass bei abstrakten Daten das allgemeine Travelling Salesman Problem als ein
Travelling Salesman Problem mit Daten geldst werden kann, bei denen die Dreiecksungleichung gilt. Um dieses
zu erreichen, schaltet man ein kiirzestes Wegeverfahren mit den Originaldaten vor, das die kiirzesten Wege
zwischen je 2 Knoten bestimmt. Dann ersetzt man die Originaldistanzen durch die ermittelten Langen der
kirzesten Wege. Diese Daten erflllen dann die Dreiecksungleichung. Der kiirzeste Hamiltonsche Zyklus in den
modifizierten Distanzen ergibt dann eine Lésung flr das allgemeine Travelling Salesman Problem, indem die
kirzesten Wege explizit durchlaufen werden.

Man unterscheidet die offenen von den geschlossenen Travelling Salesman Touren. Bei offenen Travelling
Salesman Touren besucht der Handlungsreisende jede Stadt genau einmal, ohne jedoch zum Schluss zum
Ausgangsort zuriickzukehren. Es geht dabei also um das Aufsuchen eines kiirzesten Hamiltonschen Weges.
Man kann diese Fragestellung dahingehend préazisieren, dass nach einem kiirzesten Hamiltonschen Weg

zwischen je 2 gegebenen Endknotenen x1 und x2 gefragt wird (Fragestellung A) oder dass nach dem schlechthin
kirzesten Hamiltonschen Weg gefragt wird, der sich als das Minimum uber alle kiirzesten offenen

Hamiltonschen Wege mit den Endknotenen xj und x; ergibt (Fragestellung B). Durch eine entsprechend hohe

Bestrafung der von den Endknoten X und xj ausgehenden Kanten kann man erreichen, dass die Fragestellung A
in eine Fragestellung B Uberflhrt wird. Hierzu werden die Werte in der Distanzmatrix D wie folgt mit groRen

Werten M ,,bestraft®, wobei wir als Endknoten x1 und x2 unterstellen. Man nimmt eine grof3e Konstante M und
setzt die neuen Entfernungen D’ wie folgt an:

d’ik=dik+3Mfuri=3..n,k=1,2
d’ki=dkj +3Mfiri=3..n,k=1,2
d’ki=dki +2Mfiri=12,k=1,2
d’jj= dijj flri,j sonst
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Hieraus ergibt sich die transformierte Entfernungsmatrix D’. Dann ist eine Losung der Fragestellung B mit den
Daten D’ zugleich eine Losung der Fragestellung A mit den Originaldaten D. Dieses ldsst sich wie folgt
begriinden:

Jeder Hamiltonsche Weg gehort zu einer der folgenden drei Kategorien:

1. Keiner seiner Endknoten ist der Knoten x1 oder x2.
2. Einer von seinen Endknoten ist entweder x1 oder x2.
3. Ein Endknoten ist x1 und ein Endknoten ist x2.

Hamiltonsche Wege der Kategorie 1 besuchen den Knoten x1 und verlassen diesen Knoten auf einer anderen
Kante. Hierdurch entstehen Strafkosten von 6M. Das gleiche gilt fiir den Knoten x2, so dass insgesamt 12M
Strafkosten auf Wegen dieses Typs liegen. Bei Hamiltonschen Wegen der Kategorie 2 ist entweder x1 oder x2
ein Endknoten. Wenn x1 ein Endknoten ist, dann entsteht eine Bestrafung von 6M am Knoten x2. Flr den
Knoten x1, der Endknoten ist, entsteht eine Bestrafung von 3M, so dass wir insgesamt eine Bestrafung von 9M
haben. Bei Hamiltonschen Wegen der Kategorie 3 erreicht eine Kante den Knoten x1 und eine weitere Kante den

Knoten x2, so dass wir insgesamt eine Bestrafung von 6M haben. Insgesamt ergibt sich damit, dass
Hamiltonsche Wege der Kategorie 3 die geringste Bestrafung besitzen. Fir hinreichend grof3e Werte von M, wie

z.B. der maximalen Lédnge eines Hamiltonschen Weges in D, z. B. M = n*max djj, sind alle Wege der Kategorie
3 kiirzer als alle Wege der Kategorie 1 oder 2. Damit ist die optimale Ldsung in der Kategorie 3.

Wenn mit den Daten der modifizierten Distanzmatrix D’ eine Losung des geschlossenen Travelling Salesman
Problems gesucht wird, dann entsteht sie aus Hamiltonschen Wegen der Kategorie 3. Alle diese Touren besitzen
die Strafkosten fiir Hamiltonsche Wege dieser Kategorie, also 6M, plus 2M fiir die Verbindung von X1 nach x»,
also insgesamt 8M Strafkosten. Damit sind diese Ldsungen kiirzer als Lésungen, die aus Hamiltonschen Wegen
der Kategorie 1 oder 2 bestehen. Eine Losung des geschlossenen Travelling Salesman Problems mit den Daten
der modifizierten Distanzmatrix D’ ist damit zugleich eine Losung des offenen Travelling Salesman Problems
der Kategorie A. Hierdurch wird der Zusammenhang zwischen offenen und geschlossenen Travelling Salesman
Problemen hergestellt. Wir wollen uns desweiteren nur mit geschlossenen Travelling Salesman Problemen
beschaftigen.

Einen interessanten Zusammenhang zwischen dem minimalen Summenmatching, das fir die Heuristik von
Christofides in Abschnitt 12.5.4 benétigt wird, und der Lésung des Travelling Salesman Problems kann man wie
folgt herstellen. Unter einem minimalen Summenmatching versteht man ein Matching (vgl. Kapitel 8) in der
Knotenmenge V mit hochstens einem exponierten Knoten und einer minimalen Summe der Bewertungen der
Kanten im Matching. Um diesen zu formulieren, sei M* die Losung des minimalen Summenmatchings und T*
eine optimale Travelling Salesman Tour in einem Netzwerk mit gerader Knotenzahl. Sei C(M*) bzw. L(T*) die
Bewertungssumme des Matchings M* bzw. die Lange der Travelling Salesman Tour T*. Dann gilt die

Aussage 12.1: C(M*) < %L (T*).

Herleitung: Die optimale Travelling Salesman Tour T* definiert auf folgende Weise zwei Matchings M1 und M2

mit hdchstens einem exponierten Knoten, wenn in der Tour T* die Knoten in der Reihenfolge x1, X2, X3 ...
durchlaufen werden:

Mz = ((X1, X2), (X3, X4), (X5, X6)....)

M; = ((Xz, X3), (X4, X5), (Xe, X7)...)
Es ist C(M;) + C(My) = L(T%*) fiir eine grade Knotenzahl n und C(M1) + C(My) + d1, = L(T*) fur eine ungrade
Knotenzahl n. Hieraus folgt, dass MIN (C(M31), C(My)) < %L (T*). Das minimale Matching M* besitzt aber kein

groReres Gewicht als M1 oder M.

Die hier angewandte Beweistechnik zeigt einen Weg fiir Heuristiken zur Bestimmung eines minimalen
Summenmatchings auf: Jeder Travelling Salesman Tour, die mit einer Tourenkonstruktionsheuristik (vgl.
Kapitel 12.5) oder einem Tourenverbesserungsverfahren (vergl. Kapitel 12.6) gewonnen werden konnte, lassen
sich die Matchings M1 und M; der Herleitung zuordnen. Das Matching mit dem kleineren Gewicht ist dann eine
heuristische Losung des minimalen Summenmatchings.
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12.3 Touren in der euklidischen Ebene

Fur euklidische Daten soll hier die Struktur optimaler Touren behandelt werden. Die Argumentation wird mit
Begriffen der Konvexitat und Kreuzungsfreiheit gefiihrt. Sind die Daten als euklidische Daten (bzw.
geographische Daten auf einem Kontinent) gegeben, so liegt die Menge V der Knoten als Punktwolke im
Koordinatensystem vor. Man kann diese Punktwolke mit einer konvexen Hulle CON(V) eingrenzen, auf der je 2
benachbarte Eckpunkte mit einer Geraden verbunden sind. Damit entsteht eine Rundreise unter den
Eckpunkten der konvexen Hulle. Die folgende Abbildung 12.2 beschreibt die konvexe Hulle einer Punktwolke
und die entstehende Rundreise unter den Eckpunkten, welche durch die fett markierten Knoten verlauft.

y-Koordinate

A

0

x-Koordinate

Abbildung 12.2: Rundreise durch die konvexe Hiille

Wir kénnen zunéchst feststellen, dass fiir eine optimale Travelling Salesman Tour in einem Netzwerk eine
Kreuzung auszuschliefen ist, wie wir uns mit elementaren geometrischen Uberlegungen klarmachen kénnen.
Mit einer einfachen Uberlegung kann man zeigen, dass die Kreuzung von 2 Kanten durch einen Austausch
beseitigt werden und dabei die Lange der bestehenden Tour infolge der Gultigkeit der Dreiecksungleichung fir
euklidische Daten verkiirzt werden kann (vgl. Abbildung 12.3). Bezeichnet man den Kreuzungspunkt in
Abbildung 12.3 mit p, so ist evident, dass die gestrichelte Linie von i nach j kiirzer ist als die Strecken ip und pj.
Das gleiche gilt furr die gestrichelte Linie von k nach I. Ersetzt man also die Kanten (i,l) und (k,j) durch die
gestrichelten Linien (i,j) und (k,1), so ist die neu entstehende Tour kiirzer als die alte Tour.

O

Abbildung 12.3: Verkiirzungsmdglichkeit bei einer Kreuzung
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Aus diesen Uberlegungen folgt, dass eine besonders einfache notwendige Bedingung fiir die Optimalitat einer
Tour gewonnen werden kann: Wenn eine Tour optimal ist, dann weisen ihre Kanten keine Kreuzung auf. Denn
andernfalls konnte die Tour im Widerspruch zur Optimalitét verkirzt werden.

Man kann zeigen, dass die Knoten, die auf dem topologischen Rand der konvexen Hille von V liegen, in dem
Rand in der gleichen Reihenfolge auftreten wie in der optimalen Tour. Ware dies ndmlich nicht der Fall, so
besale die optimale Tour im Widerspruch zu Optimalitat eine Kreuzung. Dieses wird jetzt gezeigt. Dazu sind

folgende Vereinbarungen notwendig: Sei C = CON(V) die konvexe Hiille der Punktmenge V. Sei V¢ = {K1, K2
..., Kp} die Menge der Knoten KjeV, die auf dem topologischen Rand von C liegen und als Extrempunkte die

Menge C erzeugen. Die Knoten K, ..., Kp seien so numeriert, dass Tc= (K1, K2, ..., Kp, K1) eine Tour durch V¢,
also eine Tour um den Rand ist, vgl. Abbildung 12.2.

Aussage 12.2: Wenn eine Tour T kreuzungsfrei ist, dann treten in T die Randknoten K eV in der gleichen
Reihenfolge wie in der Randtour T¢ auf.

Herleitung: Die Herleitung erfolgt indirekt. Sei T eine Tour in N, in der die Randknoten nicht in der Reihenfolge
von T¢ auftreten. Betrachte zwei Knoten Kj und Kje V¢, die in T, aber nicht in T direkt aufeinanderfolgen. Dann
existieren Knoten Kk, Kme Ve, so dass Kj vor Kk und K vor Kj und dass Kj vor Km und Km vor Kj in T¢ liegt.
Wir durchfahren die Tour T, indem wir bei Kj beginnen und zunachst direkt nach Kj gehen. Sei W1 dieser
Teilweg. Wir setzen die Tour T von Kj aus fort und haben zwei Falle:

(1) Zunéchst wird Uber einen Weg W, der Knoten K erreicht und dann erst Giber einen Weg W3 der Knoten Km.
Anschaulich definiert dieser Weg einen Schnitt durch die Knotenmenge V. Die Knoten Kk und Km sind durch
den Schnitt getrennt. Der Weg W3 von Kk nach Km kann nicht auBerhalb der durch die Randtour T¢ gegebenen
konvexen Figur verlaufen. Daher schneidet er den Weg W1, und T besitzt eine Kreuzung.

(2) Der Fall, dass zuerst Km und dann Kk erreicht wird, ist analog.

Mit dieser Aussage kann in einfacher Weise die optimale Reihenfolge der Randknoten als ein Teil der optimalen
Travelling Salesman Tour beschrieben werden. Als eine weitere Schlussfolgerung aus der Aussage 2 ergibt sich,
dass eine kreuzungsfreie Tour und damit auch die optimale Tour entweder zwei aufeinander folgende Eckpunkte

Kj und Kj+1 direkt verbindet oder diese mit einer Zick-Zack-Linie im Inneren Int(V) der konvexen Hiille
verbindet. Die folgende Abbildung 12.4 verdeutlicht diese Aussage.
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Abbildung 12.4:
Eine kreuzungsfreie Tour als Folge von Zick-Zack-Linien zwischen zwei Eckpunkten
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Hierzu ist die Konstruktion der konvexen Hillle erforderlich, um dort die Eckpunkte auffinden zu kénnen.

12.4 Heuristische Losungsverfahren flr das Travelling Salesman Problem

Das Travelling Salesman Problem ist zwar einfach zu beschreiben, aber gleichwohl schwierig zu I6sen, sobald es
um das Auffinden der kiirzesten Tour geht und nicht um eine Anndherung an dieses Optimum. Das Problem
besteht darin, dass bei n verschiedenen Stédten n-1 Fakultét alternative Travelling Salesman Touren vorliegen.
Dies bedeutet etwa fiir n = 11, dass ca. 3,6 Mio. unterschiedliche Travelling Salesman Touren gepriift werden
mussten. Das Travelling Salesman Problem zahlt daher zu den Problemen, die schwer berechenbar sind (NP-
schwer). Das heil3t, dass fur dieses Problem kein schneller Algorithmus vorliegt, der lediglich eine polynominale
Rechenzeit aufweist. Hingegen wachst der Berechnungsaufwand fiir die Bestimmung der optimalen Travelling
Salesmann Tour exponentiell oder noch schneller.

In den vergangenen Jahrzehnten hatte es unter den Forschern zum Travelling Salesman Problem immer wieder
Versuche gegeben, die maximale GrofRe von exakt berechenbaren Travelling Salesman Problemen
hinauszuschieben. So verdffentliche Grotschel 1977 eine optimale Tour unter 120 Stadten von Deutschland.
Padberg und Rinaldi fanden 1987 eine optimale Tour unter 532 Schaltpunkten des AT&T-Telefon-Netzes in den
USA. Grotschel und Holland publizierten 1988 eine optimale Tour unter 666 interessanten Orten der Welt. Mit
dem heutigen Stand der Technik sind nach einer Veroffentlichung von Applegate, Bixby, Chavtal und Cook
(1998) Travelling Salesman Probleme mit 13500 St&dten der USA mit mehr als 500 Einwohnern exakt l6sbar
(vgl. M. Grotschel u. M. Padberg, 1999).

Wegen des (mindestens) exponentiell ansteigenden Rechenaufwandes in Abhédngigkeit von der Knotenanzahl n
wurden zur approximativen Losung des Travelling Salesman Problems verschiedene Heuristiken entwickelt.
Heuristiken besitzen auch im Kontext von exakten Losungsverfahren, wie etwa Branch and Bound oder Branch
and Cut, eine wichtige Hilfsfunktion, da mit ihnen auf schnelle Weise obere und untere Schranken zur
Eingrenzung des Optimalwertes gefunden werden kdnnen. Haufig reichen fur die Praxis auch angendherte
Ldsungen aus, die mit Heuristiken rasch gewonnen werden konnen.

Man unterscheidet zur Lésung von Travelling Salesman Verfahren Heuristiken, die zur Konstruktion einer
mdglichst guten Tour filhren — sogenannte Tourenkonstruktions-Heuristiken — von denjenigen, die eine gegebene
Tour noch weiter verbessern (Tourenverbesserungsverfahren).

12.5 Tourenkonstruktions-Heuristiken

12.5.1 Nachster-Nachbar-Heuristik

Intuitiv ansprechend ist die N&achster-Nachbar-Heuristik (NN). Sie ist fiir alle oben diskutierten vier Typen von
Entfernungsdaten geeignet und als eine einfache Greedy-Heuristik aufgebaut:

Verfahren 12.1: Nachster-Nachbar-Heuristik

1. Initialisierung
Man wahlt aus V einen Startknoten s und setzt Endknoten = s.
Man setzt Teilsttick der Tour gleich (s).

2. Verarbeitung
Nachdem ein Teilstiick einer Tour konstruiert worden ist, fragt man danach, welcher bisher noch
nicht besuchte Knoten dem Endknoten des bereits konstruierten Teilstiicks am nachsten liegt und
schlie3t diesen an. Der angeschlossene Knoten wird Endknoten.

3. Abbruch
Das Verfahren bricht ab, wenn alle Knoten angeschlossen sind.

Wird vom letzten Knoten die Rickkehr zum ersten Knoten in die Tour einbezogen, so erhélt man eine
geschlossene Travelling Salesman Tour. Die Heuristik wird mit NNT bezeichnet. Wird die Riickkehr nicht mit
einbezogen, so erhdlt man als Hamiltonschen Weg eine offene Travelling Salesman Tour. Die Heuristik wird mit
NNW und die gewonnene Tour als NNW-Tour bezeichnet. Die mit NNT bzw. NNW gewonnenen Touren
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héngen von der Wahl des Startknotens ab. Wir bezeichnen fir eine Instanz | = (V,D) mit L(NNW,s,1) bzw.
L(NNT,s,I) die L&nge der offenen bzw. geschlossenen NN-Tour mit Startknoten s. Der Aufwand von NNT bzw.
NNW betrégt O(n?), da in jeder der n Zeilen der Distanzmatrix D das Minimum mit einem Aufwand O(n)
gesucht werden muss, wenn n die Knotenzahl im Netzwerk darstellt.

Beispiel 12.1

Wir geben folgendes Beispiel fiir NNT mit abstrakten Daten aus Tabelle 12.1 unten und zeigen daran die
Abhangigkeit der erzielten Lésungen von der Wahl des Startknotens s:

Vond Nach— | 1 2 3 4 5
1 0 2 5 7 3
2 6 0 3 8 4
3 8 7 0 4 2
4 12 4 6 0 8
5 3 8 2 5 0

Tabelle 12.1: Beispiel zur NNT-Heuristik

Wenn wir Knoten 1 als Startknoten wahlen, erhalten wir als Tour T1=1,2,3,5,4,1 mit einer L&nge von
2+3+2+5+12 = 24. Wir erkennen, dass die letzte Kante in dieser Tour von Knoten 4 nach Knoten 5 den Wert 12
besitzt, also die schlechteste Verbindung im ganzen Netzwerk. Wahlen wir hingegen 5 als Startknoten, so
erhalten wir als Tour T, = 5,3,4,2,1,5 mit einer Lange von 2+4+4+6+3 = 19,

Der Vorteil der NNT ist, dass sie einem einfachen Prinzip folgt und sehr schnell in der Durchflihrung ist.
Nachteilig an ihr ist, dass die zur Auswahl stehenden Knoten gegen Ende der Tourenkonstruktion immer mehr
abnehmen, so dass am Ende tendenziell sehr schlechte Verbindungen aufgenommen werden miissen (vgl. z.B.
oben Tour Ty).

Das Verhalten von NNT im best case lasst sich fir alle Typen von Entfernungsdaten wie folgt beschreiben:
Wenn in der Distanzmatrix D pro Spalte bloR ein Zeilenminimum auftritt, dann erzeugt NNT die optimale Tour.
Fir vollstandige Netzwerke mit nicht-euklidische Daten, welche der Dreiecksungleichung genligen und die
symmetrisch sind, kann jedoch im worst case die Lésung mit NNT mit steigender Knotenzahl n beliebig weit
vom Optimum entfernt liegen. Deswegen besitzt NNT fiir nicht-euklidische Daten keine Performance
Garantie. So haben Rosenkrantz u.a. gezeigt, dass fiir jede Knotenzahl n = 2% - 1 > 15 fiir nicht-euklidische
Daten eine Instanz | mit einem Startknoten s existiert, so dass L(NNT,s,I) > (logz(n+1) + 4/3)OPT(1)/3, wenn mit
OPT(I) die Lange der optimalen Tour bezeichnet wird. (Rosenkrantz u.a.,1977, S. 563-581). Ein &hnliches
Ergebnis haben Hurkens und Woeginger 2003 euklidische Daten erzielt.

Fur gleichverteilte euklidische Daten ist die Qualitat von NN jedoch wesentlich besser. Empirische Erfahrungen
mit zuféllig erzeugten euklidischen Daten zeigen, dass Lésungen mit NNT um 20% bis 40% vom Optimum
abweichen, die Abweichung aber nicht logarithmisch mit der Knotenzahl n anwéchst. Wir kénnen hier die Giite
von NN mit Hilfe des kiirzesten aufspannenden Baumes KAB abschétzen. Dieser Baum ist eine untere Schranke
flr jede offene Travelling Salesman Tour, da diese Touren selbst einen Baum reprasentieren. Da aus jeder
geschlossenen Travelling Salesman Tour eine offene durch Weglassen einer Kante wird, ist der KAB ebenso
eine untere Schranke fiir jede geschlossene Travelling Salesman Tour: Wird in einer geschlossenen optimalen To
mit n Kanten die Kante mit der gréten Distanz dmax fortgelassen, so ist L(KAB) <

L(To) — dmax < (1-1/n)*T,. Das folgende Beispiel 12.2 weist NNW-Touren auf, die um den Faktor 1,06 bis 1,974
langer als L(KAB,]I) sind.

Da die L6sung mit NNW von der Wahl des Startknotens abhdngt, kann man die beste Variante ermitteln, indem

man alle Knoten als Startknoten ausprobiert. Wir wollen dies in folgendem Beispiel anhand von euklidischen
Daten mit Koordinaten im Bereich von 0...100 darstellen.

Beispiel 12.2

Knoten-Nr. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
x-Koordinate 18 62 71 28 77 79 78 4 62 68
y-Koordinate 84 71 77 72 14 6 11 100 63 48

Tabelle 12.2: Koordinaten eines 10-Stadte-Problems
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Von{ Nach— 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 45,88 53,46 15,62 91,55 99,02 94,49 21,26 48,75 61,61
2 45,88 10,82 34,01 58,94 67,19 62,10 64,85 8,00 23,77
3 53,46 10,82 43,29 63,29 71,45 66,37 70,84 16,64 29,15
4 15,62 34,01 43,29 75,93 83,41 78,87 36,88 35,17 46,65
5 91,55 58,94 63,29 75,93 8,25 3,16 112,81 51,24 35,17
6 99,02 67,19 71,45 83,41 8,25 5,10 120,25 59,48 43,42
7 94,49 62,10 66,37 78,87 3,16 5,10 115,75 54,41 38,33
8 21,26 64,85 70,84 36,88 112,81 120,25 115,75 68,80 82,46
9 48,75 8,00 16,64 35,17 51,24 59,48 54,41 68,80 16,16
10 61,61 23,77 29,15 46,65 35,17 43,42 38,33 82,46 16,16

Tabelle 12.3: Distanzmatrix zum 10-Stadte-Problem aus Tabelle 12.2

Der KAB besteht aus den Kanten (5,7), (7,6), (5,10), (10,9), (9,2), (2,3), (2,4), (4,1), (1,8) mit einer L&nge von

149,3. Die folgende Abbildung visualisiert die Verteilung der Knoten in Beispiel 12.2 und den KAB.
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Abbildung 12.5: Lage der Knoten in Beispiel 12.2 und der Baum KAB

Die NNW-Tour (bzw. NNT-Tour) mit Startknoten 6 besucht die Knoten in folgender Reihenfolge:
6,7,5,10,9,2,3,4,1,8 und besitzt mit einer L&nge von 158,58 (bzw. 278,83) eine Abweichung von 6,2% vom

KAB. Da der KAB eine untere Schranke flir die Lange der optimalen Tour ist, ist die NNW-Tour mit

Startknoten 6 weniger als 6,2% von der kiirzesten Travelling Salesman Tour zwischen Knoten 6 und 8 entfernt.
Ganz anders verhélt sich die NNW-Tour (bzw. NNT-Tour) mit Startknoten 1. Sie besucht die Knoten in

folgender Reihenfolge: 1,4,2,9,10,3,5,7,6,8 und besitzt mit einer Lange von 294,74 (bzw. 316,00) eine

Abweichung vom KAB von 97,4% und ist nahezu doppelt so lang wie die Tour mit Startknoten 6.

Man kann das Grundprinzip von NNT in verschiedener Hinsicht variieren:

¢ Man kann einen jeweils am néchsten gelegenen noch nicht besuchten Knoten jeweils
am Beginn oder am Ende der Tour einfligen.
e Man kann ein Element der Vorausschau in den Algorithmus einbauen. So kann man die
beiden zuletzt gewahlten Knoten zundchst als vorlaufig betrachten und diese
vergleichen mit der Teiltour, die entsteht, wenn man beim zweitletzten Knoten anstatt
des néchstgelegenen den zweitndchst gelegenen Knoten auswéhlt. Hat man hier den
Status der vorlaufig gewahlten Knoten auf die letzten beiden beschrénkt, so kann man
diese vorlaufig gewdahlten Knoten beliebig z.B. auf die drei letzten oder vier letzten
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ausdehnen, wobei man dann allerdings einen komplexeren Entscheidungsbaum
abarbeiten muss.

e Fur euklidische Daten lasst sich die oben in Abschnitt 12.3 beschriebene Struktur der
optimalen Tour als Folge von Zick-Zack-Linien zwischen je zwei Knoten auf der
konvexen Hiille fur weitergehende Uberlegungen ausnutzen (vgl. Abbildung 12.7
unten). Wie weiter unten in Abschnitt 12.5.3 unter Heuristik 2 beschrieben, lassen sich
die Knoten im Inneren der konvexen Hille den Randkanten zuordnen. In der
Distanzmatrix D werden dann Verbindungen, die zwischen Knoten im Inneren der
konvexen Hille verlaufen und die zu verschiedenen Randkanten gehdren, mit hohen
Werten bestraft. Damit wird daflir gesorgt, dass das Verfahren NNT stets nur die
aktuelle Zick-Zack-Linie aufbaut, nicht aber zwischen verschiedenen Zick-Zack-Linien
hin und her springt.

12.5.2 Einfugeverfahren

Die Grundidee der Einfiigeverfahren besteht in dem schrittweisen Einfligen von noch nicht besuchten Knoten in
eine geschlossene Subtour Tp, die blof3 einen Teil der Knoten umfasst. Nach folgendem Verfahren werden die

noch nicht besuchten Knoten k eingefuigt: Fir jede Kante (i,j) von Tp wird die Verlangerung der Tour Tp
berechnet, die durch das Einfiigen von k zwischen Knoten i und Knoten j entstlinde. In der um k erweiterten
Tour kommen die Distanzen der Kanten (i,k) und (k,j), also dix + dyj , hinzu, wahrend die Verbindung dj;
aufgegeben wird. Die Verlangerung der um k erweiterten Tour betragt also insgesamt dix + dy; - dij. Dann wird k
in diejenige Kante (i,j) eingefiigt, welche die Verlangerung minimiert. Die folgende Abbildung 12.6
veranschaulicht das Einfligen eines Knotens Kk in eine Subtour. Die Einfuigeverfahren ist fiir alle oben
diskutierten vier Typen von Entfernungsdaten geeignet.

Abbildung 12.6: Einfligen eines Knotens k in eine Subtour

Die um k erweiterte Tour T, wird als TOUR(T,k) bezeichnet. Fir den Sonderfall, dass die Subtour T, nur aus
einem Knoten i besteht, wird die Erweiterung TOUR(T),k) aus den beiden Kanten (i,k) und (k,i) aufgebaut.
Wenn Tp aus zwei oder mehr Knoten besteht, dann ist TOUR(T,,K) die kiirzeste Tour, die durch das Einfligen
von kin T, erzielt werden kann. Wenn T, nur aus einem Knoten i besteht, dann ist TOUR(T,k) die einzige Tour,
die aus den Knoten i und k aufgebaut werden kann. Die Einfligeverfahren besitzen folgenden in Pseudocode
gegebenen Aufbau fiir ein Netzwerk N = (V,D) mit n Knoten:

Verfahren 12.2: Einfligeverfahren (Insert)

1. Initialisierung
Wabhle eine Startknoten s und setze T1 = (S).
Setze Zahler i=1.

2. Verarbeitung
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While i < n Do
Begin
Wahle einen Knoten aie N - T;
Setze Ti+1 = TOUR(T;, a))
Setze i=i+1
EndWhile

3. Abbruch und Ergebnis
Im Schritt i = n-1 sind alle Knoten eingefiligt. Die Tour Tn ist die Approximation der optimalen
Travelling Salesman Tour.

Mit INSERT wird die mit dem Einfligeverfahren erzeugte Tour T, , mit L(INSERT) deren L&nge und mit
Einfugekosten EK(T,,k) die Differenz zwischen der Lange der Tour TOUR(Tp,k) und der Lange von T,
bezeichnet. Wir haben dann wegen des schrittweisen Aufbaus der Tour INSERT die folgende Beziehung mit den
GroRen Tiund a; aus dem Verfahren Insert:

L(INSERT ) = nZ_iEK(Ti ,a;)

i=1

Da die Tour INSERT noch von der Wahl des Startknotens s abhéngt, kann die beste Variante tber alle
Startknoten ermittelt werden. Fir das Auswéhlen des Knotens a; im Verarbeitungsschritt des Einfligeverfahrens
gibt es eine Reihe von Kriterien, welche die einzelnen Einfugeverfahren unterscheiden:

e Wihle den Knoten aj, der die Subtour T; um den geringsten Betrag anwachsen l&sst,
also EK(Ti,ai ) minimiert (cheapest insertion). Die erzeugte Tour wird als INSERTC
bezeichnet.

e Wihle den Knoten ai, welcher zu den Knoten der Subtour T; die geringste Distanz
aufweist (nearest insertion), d.h. d(a)) = min{d(a, X): x € T} minimiert, wenn mit
d(ai,x) die Distanz zwischen Knoten ai und Knoten x bezeichnet wird. Die erzeugte
Tour wird als INSERTN bezeichnet.

e Wahle den Knoten aj, der am weitesten von den Knoten der bestehenden Subtour T;
entfernt ist (farthest insertion), d.h. d(ai) = min {d(ai, x): X € Ti} maximiert, wenn mit
d(ai,x) die Distanz zwischen Knoten ai und Knoten x bezeichnet wird. Die erzeugte
Tour wird als INSERTF bezeichnet.

e Wihle den Knoten aj, der durch eine Zufallsauswahl bestimmt worden ist
(random insertion). Die erzeugte Tour wird als INSERTR bezeichnet.

Bis auf random insert benétigen die verschiedenen Auswahlverfahren fiir den Knoten a; einen Aufwand von
O(n?), und der Einfiigeschritt beim Verfahren Insert benétigt ebenfalls einen Aufwand von O(n?), so dass sich
insgesamt ein Aufwand von O(n?) fir alle Insertverfahren ergibt. Die verschiedenen Einfligeverfahren weisen
folgende Eigenschaften auf: Nach den Testergebnissen von Rosenkrantz u.a. (1977) fur Probleme mit 50 Knoten
und euklidischen Daten im Einheitsquadrat erzielt das Verfahren nearest insertion die schlechtesten Ergebnisse
und lag mit 7 bis 22% oberhalb der Lésungen, die mit farthest insertion erzielt wurden. Das gute Abschneiden
von farthest insertion ist damit zu erkl&ren, dass es gunstig ist, zundchst die groben Umrisse einer Tour zu
erzeugen, indem Knoten mit gro3en Distanzen eingefiigt werden, und dann die kurzen Verbindungen zu
detaillieren. Wenn kurze Verbindungen spét im Verfahren eingefligt werden, dann ist es sehr wahrscheinlich,
dass diese Verbindungen spéter nicht wieder durch neue Einfigungen aufgehoben werden. Um das
Grundkonzept von farthest insertion zu unterstiitzen, zunachst die groben Umrisse einer Tour zu erzeugen, sollte
als Startknoten ein Knoten gewahlt werden, der zur l&ngsten Kante in N inzident ist. Das Verfahren cheapest
insertion ist z.T. besser, aber auch z.T. schlechter als farthest insertion. Rosenkrantz u.a. geben einen Bereich
von 7% besser bis 12% schlechter an. Nach den Testergebnissen von Rosenkrantz u.a. fur ein groRes Travelling
Salesman Problem mit 2000 Knoten im Einheitsquadrat liefert random insertion kaum schlechtere Ergebnisse als
farthest insertion, besitzt aber den Vorteil, dass fur die Auswahl eines Knotens im Unterschied zu farthest
insertion eine geringe, von der Knotenzahl n unabhéngige Rechenzeit bendtigt wird, wéahrend bei farthest
insertion zur Bestimmung der groRten Entfernung bis zu n%/4 Vergleiche erforderlich sind. Damit ist random
insertion flr sehr groRBe Travelling Salesman Probleme besonders geeignet.
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Wenn das Netzwerk N = (V,D) ungerichtet ist und die Daten D die Dreiecksungleichung erfiillen, dann l&sst sich
die L&nge der Einfuigetouren INSERTN und INSERTC mit dem kiirzesten aufspannenden Baum KAB
abschatzen. Da dessen Lénge L(KAB) eine untere Schranke fir die Lange L(T*) der optimalen Travelling
Salesman Tour T* darstellt, ergibt sich daraus eine Performance Garantie von 2 fur die Verfahren cheapest insert
und nearest insert.

Aussage 12.3: Das Netzwerk N = (V,D) sei ungerichtet und die Daten D erfiillen die Dreiecksungleichung. Dann
gilt:
(1)  Far eine Subtour T, einen Knoten k € N-T und einen Knoten i € T gilt:
EK(T,k) < 2dyi
(2)  Wenn T eine nach dem Verfahren cheapest insert oder nearest insert aufgebaute Travelling Salesman
Tour in N ist, dann gilt:
L(T) <2 L(KAB) <2 (1-1/n) L(T*)

Herleitung:

(1) Sei (i,j) eine Kante in T und (p,q) die Kante in T, in welche Knoten k in der Tour TOUR(T k) eingefugt wird.
Da die Kante (p,q) durch die minimalen Umwegkosten bestimmt ist, gilt EK(T,K) = dpk + dig - Jpg < dik + dij - djj .
Nach der Dreiecksungleichung ist dj - dij < di. Damit ist EK(T,k) < dik + dii = 2 dii.

(2) Wenn INSERT nach dem Prinzip nearest insert aufgebaut wird, wird die Subtour T; um den Knoten a; € N-T
erweitert, der die kirzeste Entfernung zu T; besitzt, also die GroRe d(a;) = min{ d(ai, X): X € Ti} minimiert. Das
Minimum min{ d(a;, X): X € Ti} werde im Knoten y; € Tiangenommen, wenn mit d(a;,x) die Distanz zwischen
Knoten a; und Knoten x bezeichnet wird. Die Kanten (a;, y;), i=1..n-1, ergeben den kiirzesten aufspannenden
Baum KAB von N. Mit (1) haben wir EK(Tj,ai) < 2 d(aj,yi). Dann ist L(INSERTN) = ZEK(T;,ai ) < 2L(KAB). Da
der KAB eine untere Schranke des Baumes darstellt, der entsteht, wenn aus der optimalen Tour T* die langste
Kante mit einer Mindestlange von L(T*)/n entfernt wird, ist 2L(KAB) < 2(1 - 1/n)L(T*). Fir das
Einfugeverfahren cheapest insert sei auf Rosenkrantz u.a. verwiesen.

12.5.3 Einfugeverfahren mit der konvexen Hulle als Starttour

Einflge-Heuristik 1

Wenn wir das Grundkonzept von farthest insertion beachten, zunachst die groben Umrisse einer Tour zu
erzeugen, so kdnnen wir dieses auf geografische bzw. euklidische Daten Ubertragen und die konvexe Hiille der
Punktwolke der Knoten des Netzwerkes N als Umriss der Tour auffassen. Damit ergibt sich die konvexe Hille
als Starttour des Verfahrens. Wir beschreiben hier verschiedene Einfligeverfahren, die von der konvexen Hille
als Starttour ausgehen und daher geografische bzw. euklidische Daten erfordern. Die Nutzung der konvexen
Hille als Starttour fiir das Einfugeverfahren fuhrt nach Golden und Stewart zu guten Ergebnissen (vgl. B.C.
Golden und R.W. Stewart, 1985, S. 223). Das erste Verfahren, Knoten in die Partialtour der konvexen Hiille
einzufiigen, geht wie folgt vor:

Verfahren 12.3: Einflige-Heuristik 1

1. Initialisierung
Man konstruiert mit Hilfe der konvexen Huille CON(V) eine Starttour.
Man setzt als Partialtour Tp die Starttour.

2. Verarbeitung
2.1. Man wahlt nach einem der oben beschrieben Kriterien einen noch nicht besuchten
Knoten k aus.
2.2. Der unter 2.1 ausgewahlte Knoten wird in diejenige Kante der Partialtour Tr eingefiigt,
welche die Partialtour Te um den geringsten Betrag anwachsen lasst.

3. Terminierung
Wenn alle Knoten eingefiigt sind, dann Abbruch, ansonsten Goto 2.

Dieses Einfligeverfahren besitzt einen Aufwand von O(n?) sowohl fiir die Konstruktion der konvexen Hiille wie
auch fur das Einfugen.

Einflige-Heuristik 2
Im Kontext der Diskussion oben um die Struktur der optimalen Tour wurde gezeigt, dass diese als eine Folge
von Zick-Zack-Linien zwischen je zwei Eckpunkten der konvexen Hiille aufgebaut ist (vgl. Abbildung 12.4
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oben). Durch diesen Aufbau der optimalen Tour ist eine Zuordnung von Knoten aus dem Inneren Int(\V) der
konvexen Hille zu den Kanten der konvexen Hulle gegeben: Wenn keInt(V), so ordne k der Kante (Ej, Ej+1)
zu, zu deren Zick-Zack-Linie k gehort. Die Menge der Kante (Kj, Kj+1) zugeordneten Knoten ke Int(V) sei mit
OPT;j bezeichnet.

Aufgrund dieser Uberlegungen ist die Einfiige-Heuristik 1 so zu modifizieren, dass ein neu einzufiigender
Knoten k e OPTj nur in diejenige Zick-Zack-Linie nach dem Kriterium des geringsten Zuwachses eingefiigt

wird, welche die Eckpunkte (Kj, Kj+1) der zugeordneten Kante verbindet. Da diese Zuordnung fir die optimale
Tour unbekannt ist, soll eine Zuordnung eines Knotens k mit dem Kriterium der geringsten Umwegkosten di +
dwi+1 - diisa erfolgen und mit folgender Heuristik hergeleitet werden:

Verfahren 12.4: Einflige-Heuristik 2

Ordne kelnt(V) der Kante (K, Ki+1) zu, fur welche der Knoten k die geringsten Umwegkosten

dik + dk+1 - dii+1 darstellt, wobei die Indizes i und i+1 die Eckpunkte K; und Ki+1 bedeuten. Auf diese
Weise erhélt man fur jede Rand-Kante (Ki, Ki+1) eine Knotenmenge Mi von Knoten aus Int(V), die der
Kante (Ki, Ki+1) zugeordnet sind.

Wegen der Konvexitét der euklidischen Distanzfunktion wiirden die Knoten der ganzen Verbindungslinie zweier
Knoten p und q der Kante (Kj, Kj+1) zugeordnet, wenn p wie auch q der Kante (Kj, Kj+1) zugeordnet sind.

Damit stellen die konvexen Hdllen der Zuordnungen Mj der Knoten in Int(V) zu den Rand-Kanten
Uberschneidungsfreie konvexe Bereiche im Inneren von V dar. Die folgende Abbildung 12.7 verdeutlicht dies:

y-Koordinate

A

x-Koordinate

Abbildung 12.7: Zuordnung der Knoten im Inneren Int(V) zu den Randkanten

Mit diesem Ansatz lasst sich das Travelling Salesman Problem in Teilprobleme modularisieren: Jede
Zuordnungsmenge Mj von Knoten im Inneren stellt ein eigenstandiges offenes Travelling Salesman Problem

zwischen den Endknoten (Kj, Kj+1) mit einer geringeren Knotenzahl dar. In einer optimalen Tour sind die durch

die optimalen Zuordnungen OPTj gegebenen Teilprobleme ebenfalls optimale offene Travelling Salesman
Probleme.

Einflige-Heuristik 3

Wenn bei der Einflige-Heuristik 2 die Knoten aus dem Inneren den Randkanten zugeordnet werden, so erscheint
diese Zuordnung unter folgendem Aspekt zu schematisch zu sein: Fiir Knoten, die nah am Rand liegen, ist dieses
Kriterium sinnvoll. Aber fiir Knoten, die im Zentrum der konvexen Menge liegen, kann es Zweifel geben,
welcher der Kanten am Rande er zuzuordnen ist. In der Einflige-Heuristik 3 werden die Zick-Zack-Linien
schrittweise aufgebaut, und die Zuordnungen werden nicht (iber die Randkanten, sondern tiber den jeweiligen
Stand der Zick-Zack Linien definiert. Bei jeder Iteration wird allen Zick-Zack-Linien jeweils nur ein Knoten
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zugeordnet, dann werden die Zuordnungen geldscht und neu berechnet. Das Verfahren mit den dynamischen
Zuordnungen ist dann wie folgt:

Verfahren 12.5: Einflige-Heuristik 3

1. Initialisierung
Wir nehmen p Eckpunkte Kj, i =1..p, an, bezeichnen mit Ri die Randkante R; = (K, Ki+1) und setzen

als Zick-Zack Linie Zi = Ri. Die nicht zugeordneten Knoten werden in der Menge M verwaltet. Die
Menge Uiist die Menge der Zi zugeordneten Knoten.

Wir initialisieren:

Uiistleer,i=1.pund M=V \{E1,..., Ep }.
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2. Verarbeitung

2.1. Firalleie M Do:
Ordne i der Zick-Zack Linie Z;j zu, wo i die kleinsten Einfugekosten besitzt in einer der Kanten
von Zj und nehme i in Uj auf.

2.2. Forr:=1TopDo
Wenn U = leer suche in Ur einen Knoten i, der in Z die minimalen Einfigekosten besitzt und
fuge ihn in Zr in eine Kante ein, wo die Einfllgekosten minimal sind. Setze M = M - {i}.

2.3. Losche alle Mengen U;.

3. Terminierung
Wenn M = leer dann Abbruch, sonst Goto 2.

Einflige-Heuristik 4 (Zwiebelschalen-Heuristik)

Die folgende Variante einer Einflige-Heuristik geht von der Randtour T; durch den Rand der konvexen Hiille
CON(V) aus und wiederholt diesen Prozess mit den ubrig gebliebenen Knoten in der Menge V= Int(V) =
V\{Randknoten von V}. Wird in dieser Knotenmenge eine Randtour T gebildet, so bleiben wiederum Knoten
im Inneren von V; (ibrig: Vs = Int(V2) = V2\{Randknoten von V.}. Wir bilden dann in V3 wiederum die
Randtour T3 und so fort. Das Bilden einer Tour bricht ab, wenn keine inneren Knoten mehr vorliegen. Mit
diesem Ansatz erhdlt man eine Reihe ineinander geschachtelter Touren Ty, Ty, Ta..., welche die Knotenmenge in
einem Zwiebelschalenmodell anordnen, vgl. Abbildung 12.8. Mit einem Insertion-Ansatz werden dann die
Touren Ty, T2, Ts... schrittweise vereinigt. Man fugt die Knoten von T in T1 mit dem cheapest insertion-
Verfahren ein, dann die Knoten von T3 usw.

y-Koordinate

A

vV
x-Koordinate

Abbildung 12.8: Zwiebelschalenmodell einer Knotenmenge

12.5.4 Die Heuristik von Christofides

Die Heuristik von Christofides iber Erzeugung einer Travelling Salesman Tour basiert auf Daten, welche die
Dreiecksungleichung erfiillen. Sie geht von der Uberlegung aus, in dem kiirzesten aufspannenden Baum KAB
eine Eulertour als eine Rundreise um die Kanten dieses Baumes durchzufiihren. Die Knotenfolge dieser
Rundreise wird definiert, indem man ein Tiefensuchverfahren, ausgehend von einem Blatt als Startknoten s, im
KAB durchfiihrt. Die Reihenfolge, in welcher beim Tiefensuchverfahren die Knoten auf den Stapel gelegt und
vom Stapel entnommen werden, definieren die Reihenfolge von Knoten einer Eulertour, welche jede Kante im
KAB genau zweimal besucht. Wenn mit L(T*) die L&nge der optimalen Travelling Salesman Tour T* und
L(KAB) das Gewicht des kirzesten aufspannenden Baumes bezeichnet wird, dann durchlduft die Rundreise um
den KAB jede Kante von KAB zweifach und ist deshalb zweimal so lang wie L(KAB). Da L(KAB) eine untere
Schranke der optimalen Travelling Salesman Tour ist, gilt, dass diese Rundreise héchstens doppelt so lang ist
wie L(T*).

Abbildung 12.9 visualisiert die Rundreise um einen aufspannenden Baum.
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Abbildung 12.9: Eulertour als eine Rundreise um einen Baum vom Startknoten s

Die Idee von Christofides besteht nun darin, eine kiirzere Eulertour zu wéhlen, indem er im aufspannenden
Baum KAB eine Brieftragertour (vgl. Kapitel 11) definiert. Hierzu wird unter den Knoten mit ungeraden
Knotengrad ein minimales Summenmatching (vgl. Kapitel 11) durchgefuhrt. Wie oben in Aussage 12.1 gezeigt,
erweitert sich damit die Kantenldnge von KAB um hochstens %2 L(T’), wenn mit T” die optimale Travelling
Salesman Tour durch die Knoten mit ungradem Knotengrad bezeichnet wird. Da L(T”) < L(T*) und L(KAB) <
(1 - 1/n)L(T*) ist (vgl. Herleitung von Aussage 12.3), betragt das Gesamtgewicht des erweiterten Netzwerks
nicht mehr als (3/2 — 1/n)L(T*). Durch das erweiterte Netzwerk wird eine Eulertour als Travelling Salesman
ZykKlus gelegt, und die mehrfach besuchten Knoten werden ibersprungen, so dass eine Travelling Salesman Tour
entsteht. Das Uberspringen dieser Knoten verlangert wegen der Giiltigkeit der Dreiecksungleichung nicht die
bestehende Tour. Wir haben damit die folgende Aussage hergeleitet:

Aussage 12.4: Erzeuge in einem Netzwerk mit Daten, welche die Dreiecksungleichung erfullen, mit der
Heuristik von Christofides eine Travelling Salesman Tour T. Dann gilt:

L(T) < (3/2 — Ln)L(T*).

Die Performance Garantie fur die Heuristik von Christofides betrdgt demnach 3/2. Diese Performance Garantie
ist besser als die flr die Heuristiken nearest insertion und cheapest insertion, die bloR eine Performance-Garantie
von 2 ergeben.

Beispiel 12.3

Wir geben hier ein Beispiel flr die Christofides-Heuristik mit den Daten des euklidischen 10-Stadte-Problems
von Beispiel 12.2 oben. Der KAB besteht aus den Kanten (5,7), (7,6), (5,10), (10,9), (9,2), (2,3), (2,4), (4,1),
(1,8) mit einer Lange von 149,3. Die Knoten 2,3,6,8 besitzen einen ungraden Knotengrad (vgl. Abbildung 12.5).
Unter ihnen sind die drei Matchings mit folgendem Gewicht moglich:

Mq: 2-3 und 6-8, C(My) = 131,07
Ma: 2-6 und 3-8, C(M.) = 138,03
Ma: 2-8 und 3-6, C(Ms) = 136,30

Das Machting My ist minimal. Wir erweitern damit den Baum KAB um die Kanten (2,3) und (6,8) und bilden im
erweiterten Netzwerk eine Eulertour: 8,1,4,2,3,2,9,10,5,7,6,8. In dieser Tour wird der Knoten 2 zweimal besucht
und kann Ubersprungen werden. Die Travelling Salesman Tour T sieht dann wie folgt aus: 8,1,4,2,3,9,10,5,7,6,8
mit L(T) = 278,19. Damit ist T geringfligig kiirzer als die NNT-Tour mit Startknoten 6 und einer L&nge von
278,83 (vgl. Beispiel 12.2).
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12.6 Tourenverbesserungsverfahren

Die Verbesserungsverfahren gehen von einer gegebenen Travelling Salesman Tour aus und versuchen, durch
einen Austausch von Kanten die Lange der Tour zu verkirzen. Man spricht auch von einer Nachoptimierung.
Beim Kantenaustausch kénnen 2, 3 oder mehr Kanten getauscht und tberprift werden, ob die entstehende neue
Tour kiirzer wird. Meist beschrankt man sich auf den Austausch von 2 Kanten (2-opt-Verfahren) oder von 3
Kanten (3-opt-Verfahren). Da optimale Touren mit euklidischen Daten kreuzungsfrei sind, ist es eine
notwendige VVorbedingung fur die Erzielung von nahezu optimalen Touren, bei der Tourenkonstruktion oder bei
der Tourenverbesserung diese Uberschneidungsfreiheit sicherzustellen. Dieses gelingt mit Hilfe des
Austauschverfahrens 2-opt.

12.6.1 Das Austauschverfahren 2-opt

Die 2-opt-Heuristik tauscht systematisch 2 Kanten in einer Tour aus und prift, ob eine Verkiirzung der Tour
eintritt. Sie ist wie folgt aufgebaut:

Verfahren 12.6: Austauschverfahren 2-opt

Das Austauschverfahren 2-opt geht von einer zu verbessernden Tour aus und wahlt in dieser Tour
nacheinander jeweils 2 nicht benachbarte Kanten aus, streicht diese in der bestehenden Tour und
setzt die verbleibenden 2 Teiltouren auf alternative Weise neu zusammen. Dabei wird geprift, ob die
entstehende Tour kirzer ist als die alte. Trifft dies zu, so werden die neuen Kanten beibehalten,
ansonsten wird der Austausch verworfen. Das Verfahren bricht ab, wenn durch einen
Kantenaustausch keine Verbesserung mehr erzielt werden kann.

Die folgende Abbildung 12.10 zeigt diesen Austausch. Die eine Kante ist vom Knotenpaar (i,j) gegeben, die
andere Kante vom Knotenpaar (k,I). Werden diese beiden Kanten aus der Tour entfernt, entstehen 2 Teiltouren

T1 und T2. Werden beide Teiltouren nun tber die gestrichelten Kanten neu zusammengesetzt, so entsteht eine
neue Travelling Salesman Tour.

Abbildung 12.10: Austauschverfahren 2-opt

Zur Festlegung der L&nge einer Tour hat man bei unsymmetrischen Daten die Richtung zu beriicksichtigen, in
der eine Tour durchlaufen wird. Das Austauschverfahren 2-opt stellt die Reihenfolge der Knoten um, in der sie
von der Travelling Salesman Tour durchlaufen werden. Geht man z. B. in Abbildung 12.10 von der Originaltour

aus und durchlduft diese im Uhrzeigersinn, so wird beim Austausch der Kante (i,j) gegen (i,I) die Teiltour T2

gegen den Uhrzeigersinn durchlaufen. Beim Test, ob die neu zusammengesetzte Tour kiirzer als die alte ist,
unterscheiden wir daher, ob die Daten symmetrisch sind oder nicht:

(1) Symmetrische Daten: Hier ist die L&nge der Teiltour T2 unabhéngig von der Richtung, in der sie
durchlaufen wird. Daher kann sie beim Langenvergleich unbercksichtigt gelassen werden. Die neue

Tour ist kurzer als die alte, wenn dij + dkl > dil + dkj.



Knotenorientierte Rundreisen in Netzwerken 170

(2) Unsymmetrische Daten: Hier ist die Lange der Teiltour T2 abhéngig von der Richtung, in der sie
durchlaufen wird. Die neue Tour ist kurzer als die alte, wenn djj + dk| + Lange von T2 auf dem

Hinweg > dj| + dkj + Lange von T2 auf dem Riickweg.

Der 2er Austausch ist sehr einfach ist, relativ schnell und sehr leistungsfahig. So werden Kreuzungen von
Kanten bei geographischen bzw. euklidischen Daten durch dieses Verfahren eliminiert.

Als Ergebnis des Austauschverfahrens 2-opt kann festgestellt werden, dass beim Vorliegen von euklidischen
oder geographischen Daten die Nachoptimierung mit 2-opt eine kreuzungsfreie Tour ergibt.

Interessant ist die Struktur der soweit mit 2-opt optimierten Touren bei euklidischen Daten. Jeweils zwei
benachbarte Eckpunkte der konvexen Hille werden entweder mit einer Kante direkt oder durch eine Zick-Zack-
Linie, die im Inneren der konvexen Hulle verlauft, verbunden (vgl. Abbildung 12.4). Hervorzuheben ist, dass
sich diese Zick-Zack-Linien jeweils nicht tberschneiden.

Oben wurde beim Einfligeverfahren, das von der konvexen Hille als Starttour ausgeht, vorgeschlagen, eine
vorlaufige Zuordnung der Knoten im Inneren Int(V) der konvexen Hiille Con(V) zu den Kanten der konvexen

Hulle nach dem Kriterium der geringsten Umwegkosten vorzunehmen, wodurch sich Zuordnungsmengen Mj
ergeben. Diese Zuordnung kann sich jedoch beim Zusammensetzen der vom Einfligeverfahren erzeugten Zick-
Zack-Linien als zu schematisch erweisen. Das 2-opt-Verfahren verbessert die Zuordnungen von benachbarten
Zick-Zack-Linien.

Das 2-opt-Verfahren verwaltet in zwei geschachtelten FOR-TO-DO-Schleifen die zu tauschenden Kanten und
besitzt daher die Zeitkomplexitadt O(m2), wenn m die Zahl der Kanten im Netzwerk darstellt. Da beim Travelling
Salesman Problem ein vollstandiges Netzwerk unterstellt wird mit m = n?, erhalten wir O(m?) = O(n*) als
Zeitkomplexitét.

12.6.2 Das Austauschverfahren 3-opt

Das Austauschverfahren 3-opt geht analog zum Verfahren 2-opt vor. Anstelle von zwei Kanten werden bei
diesem Verfahren drei Kanten entfernt und die so entstehenden drei Teiltouren alternativ verbunden. Die
Abbildung 12.11 zeigt das Vorgehen mit den drei Kanten (i,j), (k,l) und (r,s) an. Man beachte, dass die gegebene
Tour durch Entfernen der drei Kanten in die drei Teiltouren Ty, T2 und T3 zerféllt.

Abbildung 12.11: Austauschverfahren 3-opt

Im Unterschied zu 2-opt gibt es allerdings bei diesem Verfahren nicht nur eine Mdglichkeit, die bestehenden drei
Teiltouren neu zusammenzuschlieRen, sondern vier Mdglichkeiten. Daher missen fur je 3 Kanten, die nicht
benachbart sind, jeweils vier neue Loésungen alternativ dahingehend Uberpriift werden, ob sie eine kiirzere Tour
ergeben. NaturgemagR steigt dadurch der Rechenaufwand sehr stark an. Wir erldutern das
Kantenaustauschverfahren an Hand der Abbildung 12.11.
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Entfernt werden aus einer geschlossenen Tour T die drei Kanten (i,j), (k,I) und (r,s). Dadurch entstehen aus der
Tour T die drei Teiltouren Ty, T, undTs. Als Bezugspunkt und Startpunkt fiir die alte und die neue Tour wird der
Knoten i gewdhlt. In der Originaltour T werden die Teiltouren T1 von j nach k, T2 von I nach r und Tz von s nach
i durchlaufen. Die Kanten (i,j), (k,1) und (r,s). werden von i nach j, k nach | und r nach s durchlaufen. Die
folgende Tabelle 12.4 fasst die vier Mdglichkeiten zusammen, bei 3-opt die drei Teiltouren neu zu kombinieren:

Verbinde Knoten Durchlaufe Teiltouren
Fall T1 T2 T3
1 jnachr i nach k I nach s rickwarts rickwarts vorwarts
2 jnachs inach | r nach k rickwarts vorwarts vorwarts
3 rnach j i nach | k nach s vorwarts vorwarts vorwarts
4 | nach j inachr k nach s vorwarts rickwarts vorwarts

Tabelle 12.4: Kombinationsmdglichkeiten der Teiltouren bei 3-opt

Wenn die L&nge der neu entstehenden Tour beim 3-opt-Verfahren uberprift wird, so ist bei unsymmetrischen
Daten zu beachten, dass die Teiltouren T und T riickwarts durchlaufen werden kdnnen.

Das 3-opt-Verfahren verwaltet in 3 geschachtelten FOR-TO-DO-Schleifen die zu tauschenden Kanten und
besitzt daher die Zeitkomplexitat O(m?®), wenn m die Zahl der Kanten im Netzwerk darstellt. Da beim Travelling
Salesman Problem ein vollstandiges Netzwerk unterstellt wird mit m = n?, erhalten wir O(m?) = O(n®) als
Zeitkomplexitat.

12.6.3 Das Austauschverfahren Or-opt

Beim Austauschverfahren Or-opt werden fiir ein festes p =1, 2, ... in der bestehenden Tour Wege von p
aufeinanderfolgenden Knoten festgelegt und diese alternativ in eine Kante auBerhalb dieser Wege eingeflgt. In
Abbildung 12.12 wird ein Weg von p=4 Knoten, der sich von Knoten | bis Knoten r erstreckt, alternativ in die
Kante (i,j) eingefligt. Da bei diesem Verfahren auch drei Kanten getauscht werden, kann man das Or-opt
Verfahren als ein spezialisiertes 3-opt Verfahren interpretieren. Es hat deutlich geringere Laufzeiten als der 3-opt
Austausch.

Abbildung 12.12: Austauschverfahren Or-opt mitp = 4.

12.7 Empirische Erfahrungen mit den Heuristiken

Fur euklidische Daten und kleine Knotenzahlen n < 10 sind die mit NNT konstruierten Touren haufig
uberschneidungsfrei und scheinen daher nahe der optimalen Konfiguration zu sein. Allerdings darf diese
Tatsache nicht als besondere Leistungsfahigkeit des Verfahrens NNT interpretiert werden. Sobald man auf eine
grofRere Knotenzahl geht mit n > 20, liefert das Verfahren NNT fast immer Touren mit Kreuzungen und insofern
nicht-optimale Touren.

Besonders leistungsfahig ist das Verfahren 2-opt in Verbindung mit einem Tourenkonstruktionsverfahren, z. B.
der NNT. Da gegen Ende des NNT die Auswahl an giinstigen Verbindungen stark abnimmt, werden zum
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Schluss sehr oft unglinstige Kanten mit groRen Entfernungen ausgewahlt. Die Anwendung von NNT auf
Instanzen mit euklidischen Daten fulhrt daher zu Touren, die noch um ca. 20% tber dem Optimum liegen, wie
empirische Erfahrungen zeigen. Doch eine Kombination von NNT mit dem 2-opt-Verfahren ist bei euklidischen
Daten sehr effizient, da Touren erzielt werden, die nach empirischen Erfahrungen im Bereich von nur 1% bis 3%
vom Optimum abweichen. Denn eine Nachoptimierung mit 2-opt beseitigt Kreuzungen aus den NNT-Touren
und stellt damit auch sicher, dass die Eckpunkte in der konvexen Hulle in der Reihenfolge auftreten, wie sie in
der optimalen Tour auftreten missen.

War bereits ein 2-opt-Nachoptimierungsverfahren vorgeschaltet, so sind die VVerbesserungen, die mit 3-opt
erzielt werden kdénnen, dann nur noch im Bereich von einem halben Prozent. Ob das Verfahren 3-opt alle
bestehenden Kreuzungen beseitigt, ist unbekannt. Daher sollte dem 3-opt Verfahren stets ein 2-opt-Verfahren
nachgeschaltet werden.

Die folgenden Tabelle 12.5 weist Ergebnisse von Heuristiken aus, die auf finf verschiedene Instanzen von
Travelling Salesman Problemen mit 100 Knoten und euklidischen Daten angewendet werden, und stellt deren
Abweichung in Prozent vom Optimum dar. Dabei zeigt sich, dass die Ergebnisse von NNT kombiniert mit 2-opt
und 3-opt im Bereich von 0,5% bis 2,5% liegen und somit vergleichbar sind mit der Einflige-Heuristik mit der
konvexen Hulle und nachgeschaltetem 2-opt oder 3-opt. Selbst die 25-malige Auswahl einer Zufallstour mit
nachgeschalteten 2-opt liefert vergleichbar gute Ergebnisse, was die Leistungsfahigkeit von 2-opt unterstreicht.

Problem Nummer
24 25 26 27 28

Optimale Lésung (absolut) 21.282 22.141 20.749 21.294 22.068
[Abweichungen vom Optimum in Prozent

Nachster Nachbar (alle Stadte) 16.67 16.88 13.35 16.51 13.27

Konvexe Hille 3.64 2.52 2.54 2.35 3.45
Zufallige Starttour

2-opt (Beste aus 25 Laufen) 1.11 3.05 0.51 3.27 3.24

3-opt (1mal) 7.82 2.87 3.30 1.15 1.40
Nachster Nachbar (alle Stadte), 2-opt, 3-opt 0.14 1.46 1.06 0.73 2.46
Konvexe Hillle, 2-opt 0.94 1.94 1.60 2.04 3.22
Konvexe Hiille, 3-opt 0.37 1.46 1.06 0.35 2.46

Tabelle 12.5: Vergleich von Heuristiken fiir das Travelling Salesman Problem
B.C. Golden und R.W. Stewart 1985, S. 223

12.8 Branch-and-Bound-Verfahren zur Losung des Travelling Salesman
Problems

An dieser Stelle sollen die Prinzipien von Branch-and-Bound-Verfahren am Beispiel des Travelling-Salesman-
Problems erldutert werden. Mit Hilfe dieser Techniken ist es mdglich, Travelling-Salesman-Probleme fiir
Knotenzahlen bis zu n = 100 exakt zu l6sen. Grol3e Travelling-Salesman-Probleme sind in den vergangenen
Jahren von Groetschel und anderen geldst worden, wobei fortgeschrittene Resultate der Integer-Programming-
Techniken verwendet wurden. Mit dem heutigen Stand der Technik sind nach einer Verdffentlichung von
Applegate, Bixby, Chavtal und Cook (1998) Travelling Salesman Probleme mit 13500 Stadten der USA mit
mehr als 500 Einwohnern exakt losbar (vgl. auch M. Grétschel u. M. Padberg : Die optimierte Odyssee, in:
Spektrum der Wissenschaft, Digest, Heft 2, 1999, S. 32-41).

Zur Lésung des Travelling-Salesman-Problems haben sich zwei Verfahren firr die Berechnung der unteren
Schranken in der Literatur herausgebildet:

e das Zuordnungsproblem und
e das Eins-Baum-Problem.

Diese sollen im folgenden behandelt werden. Weitere Verfahren, untere Schranken zu bestimmen, werden bei
Reinelt (1994) in Kapitel 10 behandelt.

Die Beziehung des Travelling-Salesman-Problems zum Zuordnungsproblem ist wie folgt zu erkennen. Jede
Travelling-Salesman-Tour definiert implizit eine Zuordnung der Knoten, wenn die Tour von einem Startknoten
aus durchfahren wird. Wenn Knoten i auf Knoten j in der Tour folgt, so liegt eine Zuordnung von i nach j vor.
Die Kosten der Zuordnung sind dann durch die Summe der Kantengewichte der zugeordneten Knoten gegeben.



Knotenorientierte Rundreisen in Netzwerken 173

Die Ldsung des Zuordnungsproblems fiir ein gegebenes Netzwerk stellt demnach eine untere Schranke fiir die
Lénge der optimalen Tour dar. Wird das Travelling-Salesman-Problem als ein Lineares Optimierungsproblem
mit bindren Entscheidungsvariablen x; formuliert, so sieht man ebenfalls unmittelbar die Verwandtschaft zum
Zuordnungsproblem, das als eine Relaxation des Travelling-Salesman-Problems erscheint.

Fur unsymmetrische Daten in einem vollstandigen Netzwerk lasst sich das Travelling-Salesman-Problem wie
folgt als ein Integer Programming Problem formulieren, wobei xij = 1, wenn die Kante [i,j] Bestandteil einer
Tour ist, und sonst xi; = 0:

Min > d; x;
unter den Nebenbedingungen :
(M > x;=1firalle j=1.n

(2) D x;=1furallei=1..n
j

(3) Die Variablen x;; durfen keine Subtour definieren
(4) x;; =0 oder 1

Die Nebenbedingungen (1) sagen aus, dass in einem Knoten j nur eine Kante der Tour eintreffen darf, und
Nebenbedingungen (2), dass von einem Knoten i nur eine Kante der Tour fortgehen darf. Wéhrend die
Zielfunktion und die Nebenbedingungen (1) und (2) das Zuordnungsproblem definieren, sind die
Nebenbedingungen (3) fiir das Travelling-Salesman-Problem entscheidend, da sie Subtouren ausschlieBen. Da
die Zahl der mdglichen Subtouren mit n exponentiell ansteigt, miissen mit den Nebenbedingungen (3) eine mit n
exponentiell wachsende Zahl von Subtouren kontrolliert werden. Genau darin liegt das Komplexitatsproblem des
Travelling-Salesman-Problems.

Der Vorteil, das Zuordnungsproblem als Relaxation zu wéahlen, besteht darin, dass minimale Zuordnungen mit
dem schnellen Verfahren der Ungarischen Methode bestimmt werden kdnnen (vgl. Kapitel 8). Besteht die
Ldsung des Zuordnungsproblems in einer geschlossen Tour, so ist damit zugleich eine obere Schranke des
Travelling-Salesman-Problems fiir das Teilproblem gegeben. Dieses Ergebnis wird jedoch nicht immer erzielt.
Vielmehr zerféllt im Normalfall die Losung des Zuordnungsproblems in mehrere Teiltouren. Allerdings ist fir
unsymmetrische Entfernungsdaten die Qualitat der mit dem Zuordnungsproblem gewonnen unteren Schranke
sehr gut. Sie liegt nach Tests von Balas und Toth mit Zufallsdaten im Durchschnitt bei 98% des Wertes, der die
Lange der optimalen Travelling-Salesman-Tour darstellt (1985, S. 366).

Eine Vielzahl von Teiltouren tritt jedoch bei symmetrischen Distanzmatrizen auf, wo die Teiltouren haufig nur
aus zwei Knoten bestehen: die Zuordnung von i nach j und die Zuordnung von j nach i.

Beispiel 12.4

Bestimmen wir die minimale Zuordnung mit Daten zum euklidischen (damit auch symmetrischen) 10-Stédte-
Problem von Tabelle 12.6 und Tabelle 12.7 mit der Ungarischen Methode, so erhalten wir die
Zuordnungssumme von 144,23 und die vier Kurzzyklen

1-4-8-1,
2-3-2,
5-6-7-5 und
9-10-9.

wobei zwei Kurzzyklen der Art i-j-i auftreten. Mit Hilfe der Nachste-Nachbar-Heuristik kann die Tour
6,7,5,10,9,2,3,4,1,8,6 mit dem Startknoten 6 und einer Lange von 278,83 als obere Schranke bestimmt werden.
Wir erkennen die schlechte Qualitat der mit dem Zuordnungsverfahren bestimmten Zuordnungssumme von
144,23 als unterer Schranke daran, dass sie um ca. 50% unter der Lange dieser Tour liegt, deren Lange nahe am
Optimum von 269,54 liegt, das mit der Tour

1-4-6-7-5-10-9-2-3-8-1
erzielt wird (siehe unten).
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Knoten-Nr. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
x-Koordinate 18 62 71 28 77 79 78 4 62 68
y-Koordinate 84 71 77 72 14 6 11 100 63 48

Tabelle 12.6: Koordinaten eines 10-Stadte-Problems

Von/Nach 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 999 45,88 53,46 15,62 91,55 99,02 94,49 21,26 48,75 61,61
2 45,88 999 10,82 34,01 58,94 67,19 62,1 64,85 8 23,77
3 53,46 10,82 999 43,29 63,29 71,45 66,37 70,84 16,64 29,15
4 15,62 34,01 43,29 999 75,93 83,41 78,87 36,88 35,17 46,65
5 91,55 58,94 63,29 75,93 999 8,25 3,16 112,81 51,24 35,17
6 99,02 67,19 71,45 83,41 8,25 999 51 120,25 59,48 43,42
7 94,49 62,1 66,37 78,87 3,16 51 999 115,75 54,41 38,33
8 21,26 64,85 70,84 36,88 112,81 120,25 115,75 999 68,8 82,46
9 48,75 8 16,64 35,17 51,24 59,48 54,41 68,8 999 16,16
10 61,61 23,77 29,15 46,65 35,17 43,42 38,33 82,46 16,16 999

Tabelle 12.7: Entfernungs-Daten des 10 Stadte-Problems von Tabelle 12.6 (Die Zahlen von 999 auf der
Diagonale sind Strafwerte, um Kurzzyklen i-i auszuschlief3en.)

An diesem Beispiel ist gezeigt worden, dass sich bei symmetrischen Distanzmatrizen der Wert der minimalen
Zuordnung deutlich von der Lange der optimalen Travelling-Salesman-Tour unterscheidet. Nach Tests von Balas
und Toth mit Zufallsdaten fur symmetrische Distanzmatrizen liegt der Wert der Losung des
Zuordnungsproblems im Durchschnitt bei 82% des Wertes, der die Lange der optimalen Travelling-Salesman-
Tour darstellt (1985, S. 370). Die durch das Zuordnungsproblem gegebene untere Schranke reicht dann nicht
nahe an die optimale Losung des Travelling-Salesman-Problems heran und besitzt deswegen keine hohe
Mdglichkeit, Teile des Losungsbaums zu eliminieren. Die schlechte Qualitat der unteren Schranke bei
symmetrischen Daten Ubertragt sich auch auf unsymmetrische Distanzmatrizen, die nur einen kleinen
Antisymmetrie-Index aufweisen. Bei Christophides (1976) wird ein Verfahren beschrieben, um einzelne
Teiltouren, die bei der Losung des Zuordnungproblems entstehen, schrittweise zu aggregieren und dadurch die
Qualitat der unteren Schranke zu verbessern.

Eine bessere Methode, untere Schranken bei symmetrischen Distanzmatrizen zu bestimmen, besteht in der Eins-
Baum-Technik. Dieser Ansatz geht von der Uberlegung aus, dass eine Travelling-Salesman-Tour einen
aufspannenden Baum unter den verbleibenden n-1 Knoten definiert, wenn aus der Tour ein Knoten entfernt wird,
etwa Knoten 1. Eine untere Schranke furr die L&nge der Travelling-Salesman-Tour besteht dann in der Lange des
aufspannenden Baumes plus der beiden Kanten, die von den Bléttern des Baumes zum Knoten 1 gehen. Mit
dieser Uberlegung gewinnt man die untere Schranke des Eins-Baumes wie folgt:

In der Knotenmenge V zeichnet man einen Knoten s als zu eliminieren aus. Unter den verbleibenden n-1 Knoten
wird der kiirzeste aufspannende Baum erzeugt, was mit einem schnellen Verfahren maéglich ist. Zur Lange des
aufspannenden Baumes werden die beiden kiirzesten Kanten addiert, die in den Knoten s im Originalnetzwerk
eintreffen. Die Summe ist eine untere Schranke fiir die Lange der optimalen Travelling-Salesman-Tour. Man
kann den Wert der unteren Schranke erhéhen, indem man den Eins-Baum uber alle Eliminationsknoten s
bestimmt und das Maximum auswahlt. Diese Rechnungen lassen sich abkiirzen, wenn man als
Eliminationsknoten s denjenigen nimmt, dessen Summe aus kirzester und zweitkirzester Kante, die in s
eintreffen, unter allen Knoten die maximale ist.

Die Eins-Baum-Schranke I&sst sich als eine Lagrange-Relaxation der Integer Programming Formulierung des
symmetrischen Travelling-Salesman-Problems deuten. Fir symmetrische Daten in einem vollstandigen
Netzwerk kann man das Travelling-Salesman-Problem wie folgt formulieren, wobei x;; = 1, wenn die Kante (i,j)
Bestandteil einer Tour ist, und sonst x;; = O:
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Min > d;x;
unter den Nebenbedingungen :
M > x;=2forallej=1..n

(2) zxij =n

ij
(3) Die Variablen x;; durfen keine Subtour definieren
(4) x;; =0 oder 1

Die Nebenbedingungen (1) sagen aus, dass ein Knoten j nur zu zwei Kanten einer Tour inzident sein darf.
Nebendingung (2) bedeutet, dass die Tour genau n Kanten besitzen muss.

Wenn wir flr die Definition des Eins-Baums den Knoten s wahlen, so lautet die Integer Programming
Formulierung des Travelling-Salesman-Problems:

Min > d;x;
unter den Nebenbedingungen :
M > x;—2=0furalle j=1.n,j=s

(2) ins = 2
3) inj =n

(4) Die Variablen x; dirfen keine Subtour definieren
(5) x; =0oder 1

Die Bedingung (2) hebt den Knoten s besonders hervor: in ihm dirfen nur zwei Kanten eintreffen. Um zur
Lagrange-Relaxation zu gelangen, werden die Nebenbedingungen (1) als Nebenbedingungen entfernt und
stattdessen mit reellwertigen Gewichten g;i in die Zielfunktion Gbernommen:

L(g) = Min Zdijxij+ Zgi(xij_z)

unter den Nebenbedingungen :

@ sz =2
(2) inj =N

(3) Die Variablen x;; dirfen keine Subtour definieren
(4) x;; =0 oder 1

Die Vorteilhaftigkeit dieser Formulierung wird daran erkennbar, dass die Nebenbedingungen (4) nicht
erforderlich sind, da die Nebenbedingungen (1) bis (3) ein Polyhedron mit ganzzahligen Eckpunkten
beschreiben, welche die Inzidenzvektoren von Eins-Baumen darstellen.

Um zu einer mdglichst hohen unteren Schranke zu gelangen, werden die Gewichte g; gesucht, welche L(g)
maximieren:
L* =max L(g)

Dieses Optimierungsproblem wird als das Lagrange Dual Problem beschrieben. Der Wert L* wird auch als
Held-Karp-Schranke bezeichnet, da Held und Karp (1970) zum ersten Mal ein Verfahren beschrieben haben,
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um L* zu bestimmen. Der Wert von L* kann mit Hilfe von nichtlinearen Optimierungstechniken berechnet
werden, die auf der Beobachtung fullen, dass alle Knoten des durch die optimale Tour gegebenen Eins-Baums
einen Knotengrad von < 2 aufweisen. Das mit dem Held-Karp-Verfahren umschriebene Subgradientenverfahren
verteilt dann schrittweise Gewichte auf den Knoten mit dem Ziel, bei der Bildung des kiirzesten aufspannenden
Baumes einen Knotengrad von < 2 zu erreichen. Um die durch den Eins-Baum gegebene Schranke zu
verbessern, werden Gewichte g; auf die Knoten gelegt und die Distanzen dj; zu d;j + g; + g; fortgeschrieben, um
die Knoten, die im Eins-Baum den Grad 1 besitzen, attraktiver fur den Shortest-Spanning-Tree-Algorithmus zu
machen und die Knoten mit Grad > 3 weniger attraktiv. Wird dann mit den fortgeschriebenen Distanzen ein
neuer minimaler Spanning Tree berechnet, so ist dessen L&nge L(KAB,g) womdglich gréRer, was eine bessere
untere Schranke ergibt. Die L&nge des Spanning Trees L(KAB) mit den Originaldistanzen dj; ist dann gleich
L(KAB,qg) — 2+Xgi . Als Gewichte g; werden zunédchst die Abweichungen der Knotengrade des Spanning Trees
vom Wert 2 gewihlt. Diese Abweichungen geben die ,,Richtung® an, in welcher das Maximum von L gesucht
wird. Zwar ist die Funktion g — L(g) nicht differenzierbar. Man geht aber in Analogie zu differenzierbaren
Funktionen f(x1,...xn) vor, bei denen der Anstieg auf den Hiigel durch die Gradienten Vf gegeben wird: Ein
Vektor r ist eine Richtungsableitung von f, wenn das Skalarprodukt Vfr > 0 ist. Analog dazu ist ein Vektor d
Subgradient der Funktion L, wenn d(g* — g2 > L(g*) — L(g?) fur eng benachbarte Gewichte g* und g2 aus einer &-
Umgebung gilt. Werden als Vektor d die Abweichungen der Knotengrade & vom gewiinschten Wert 2 gewahlt,
d.h. di = &i - 2, dann ist d(g* — g?) = L(g") — L(g?), also d ein Subgradient.

In einem Iterationsverfahren werden die Gewichte g; fortgeschrieben und die Iteration abgebrochen, wenn
entweder der Wert von L(KAB,g) sich kaum noch andert oder wenn in V ein Eins-Baum gefunden wird, dessen
Knoten alle einen Grad < 2 besitzen, womit dann eine Travelling-Salesman Tour aufgefunden ist. Wir geben das
Iterationsverfahren als Pseudocode nach Reinelt (1994, S. 176) an:

Verfahren 12.7: Held-Karp-Verfahren

1. Initialisierung

1.1. Wahle als Eliminationsknoten s denjenigen in der Knotenmenge V, dessen Summe von
kirzester und zweitkirzester Kante, die in s eintreffen, unter allen Knoten die maximale ist.
Dieses definiert die Knotenmenge V’=V — s, in welcher der Baum zur Gewinnung des Eins-
Baums bestimmt wird.

1.2. Seit! die anfangliche Schrittweite, A ein Verkleinerungsfaktor fiir die Schrittweite und T die
Anzahl der Iterationen.

1.3. Setze gi = 0 fiir jeden Knoten i und setze k=1. Setze g* = g.
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2. Verarbeitung und Terminierung
Solange k < T ist. fihre folgende Schritte aus:

2.1.

2.2

2.3.
2.4.

2.5.

Berechne den kirzesten aufspannenden Baum in der Knotenmenge V’

fur die Distanzen di'j =dj+ g:‘ +g;‘ furi,j e V' . Setze dlsj =ds + gik furje V'.
Bestimme den Eins-Baum, indem von s aus die klrzeste und zweitkirzeste Kante, die in
s unter der Bewertung d’ eintreffen, zum Baum gefuhrt werden.

Bestimme das Gewicht des Eins-Baums unter 2.1 mit den Originaldistanzen djund

speichere den laufenden Baum mit dem hdchsten Gewicht temporar.
Wenn der Eins-Baum eine Tour ist, dann breche die Schleife ab.
Definiere den Vektor d* durch d:‘ = &i— 2, wobei & der Grad von Knoten i ist im unter 2.1
berechneten Eins-Baum.
Fur jeden Knoten i setze g™ = g + t* (0.7df + 0.3d“™"), wenn k > 1,

und setzte fur k=1: gi2 =(1+tl)di1 .

2.6 Setze t<*1 = Atk und k = k+1.

3. Ergebnis

Das Gewicht des temporar gespeicherten Baums ist die aufgefundene Schranke.

Flr den Wert von 2 ist der Bereich von 0.99 bis 0.999 zu empfehlen. Fir die anfangliche Schrittweite t ist ein
Wert zwischen 0.5 und 1.0 zu wéhlen. Fir die Anzahl der Iterationen T sind Werte zwischen 100 und 1.000
anzuwenden. Die richtige Wahl der Parameter fiir den Einzelfall kann nur experimentell gefunden werden.

Wir geben mit folgender Abbildung 12.13 den typischen Anstieg der Held-Karp-Schranke beim
Subgradientenverfahren an:

Typischer Anstieg beim Subgradientenverfahren
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Abbildung 12.13: Typischer Anstieg der Held-Karp-Schranke beim Subgradientenverfahren

Die Branching-Regeln werden beim Travelling-Salesman Problem in folgender Weise konkretisiert:

e Wird das Eins-Baum-Verfahren zur Bildung unterer Schranken bei symmetrischen

Distanzmatrizen eingesetzt, so werden zur Gewinnung von Nachfolgern eines
Entscheidungsbaumknotens schrittweise Kanten (i,j) durch Bewertung mit grofRen
Strafwerten verboten, die beim Eins-Baum in einem Knoten eintreffen mit einem
Knotengrad > 3. Hierbei ist das Ziel, den Eins-Baum schrittweise zu einem Knotengrad
< 2 zu fuhren. Wird eine Kante (i,j) in einem Nachfolger des Entscheidungsbaums



Knotenorientierte Rundreisen in Netzwerken 178

verboten, so ist im gleichen Nachfolger ebenfalls die Kante (j,i) zu verbieten. Um den
Entscheidungsbaum  klein  zu  halten, wird im  Eins-Baum  eines
Entscheidungsbaumknotens nur ein Knoten mit einem minimalen Knotengrad > 3
ausgewahlt und dessen eintreffende Kanten schrittweise verboten. Experimentelle
Berechnungen haben ergeben, dass fir euklidische Daten ein Knotengrad von 3 fast
immer auffindbar ist (vgl. Kapitel 6).

e Wird dagegen das Zuordnungsverfahren zur Erzeugung unterer Schranken eingesetzt, so
wird ein Blatt in weitere Teilprobleme aufgespalten, indem einzelne Kanten aus den
Teiltouren schrittweise verboten werden. Bei diesem Ansatz besteht das Ziel darin, die
Teiltouren schrittweise zu vereinigen. Um den Baum klein zu halten, werden nur die
Kanten derjenigen Teiltour schrittweise verboten, die am wenigsten Kanten besitzt.

Beispiel 12.5

Wir geben nachfolgend Beispiele flr die Erzeugung unterer Schranken, zunéchst mit dem Zuordnungsverfahren
und anschlieBend mit dem Eins-Baum-Verfahren. Als Beispiel zum Einsatz des Zuordnungsverfahrens zur
Erzeugung unterer Schranken gehen wir von flinf Stadten mit folgenden unsymmetrischen Entfernungsdaten
aus:

Von/Nach 1 2 3 4 5
1 99 15 16 22 11
2 14 99 12 14 13
3 12 10 99 15 14
4 13 18 20 99 27
5 25 15 16 11 99

Tabelle 12.8: Daten eines 5 Stédte-Problems
(Die Zahlen von 99 auf der Diagonale sind Strafwerte, um Kurzzyklen i-i auszuschlief3en.)

Eine erste obere Schranke von 66 erhalten wir, indem wir eine Nachste Nachbar Heuristik mit Startknoten 4 mit
den Daten von Tabelle 12.8 starten und die Tour 4-1-5-2-3-4 konstruieren. Wir setzten dann als beste bekannte
Losung 66 an. Wenden wir auf die Daten von Tabelle 12.8 das Zuordnungsverfahren an, so erhalten wir zwei
Kurzzyklen 1-5-4-1 und 2-3-2 mit der Zuordnungssumme 57 als unterer Schranke. Da die beiden Kurzzyklen
nicht die optimale Tour représentieren, darf zumindest eine der Kanten der beiden Kurzzyklen nicht in der
optimalen Tour enthalten sein. Zum Verzweigen ware eine dieser Kanten durch hohe Strafwerte zu sperren.

Fir eine Branching-Regel mit wenigen Nachfolgern ist der Kurzzyklus 2-3-2 auszuwéhlen. Wir zerlegen das
Gesamtproblem in zwei Teilprobleme, bei denen jeweils die Kanten (2,3) und (3,2) mit hohen Strafkosten
versehen werden, die dafiir sorgen, dass diese Kanten in der optimalen Zuordnung nicht auftreten. Die folgende
Abbildung 12.14 veranschaulicht den Verzweigungsprozess, wobei die Kanten des Entscheidungsbaums die
gesperrten Kanten anzeigen:

Wurzel: Alle Touren
Tour 4-1-5-2-3-4
Tourlénge = 66
Zuordnung: 57
Kurzzyklen 1-5-4-1
2-3-2

(2,3) (3,2

Zuordnung: 63 Zuordnung: 64

Tour 1-3-2-5-4-1 Tour 1-5-4-2-3-1

Abbildung 12.14: Entscheidungsbaum des Branch-and-Bound-Verfahrens im Beispiel
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Beim Sperren der Kante (2,3) erhalten wir fur die minimale Zuordnung einen Zyklus 1-3-2-5-4-1 mit einer
Zuordnungssumme von 63. Die untere Schranke ist also 63. Da wir zugleich auch eine kirzere Tour als die
Ausgangstour gefunden haben, erhalten wir damit eine bessere obere Schranke von 63 und damit die beste
bekannte Lésung von 63. Da in diesem Zweig die obere und die untere Schranke Uibereinstimmen, kdnnen wir
schlussfolgern, dass die kiirzeste Travelling Salesman Tour in diesem Zweig, der alle Touren ohne die Kante
(1,5) umfasst, die Lange von 63 besitzt.

Betrachten wir noch die Verzweigungen, die die Kante (3,2) sperrt, so erhalten wir als minimale Zuordnung eine
untere Schranke von 64, die oberhalb von 63 liegen, und kénnen so diesen Zweig verwerfen.

Der Einsatz des Eins-Baum-Verfahrens zur Erzeugung unterer Schranken soll an einem Beispiel mit
euklidischen Daten dargestellt werden, da sich das Eins-Baum-Verfahren als sehr effizient erweist. Im Spanning
Tree sind hdufig Knoten mit dem Grad 3 als Kandidaten fur die weitere Verzweigung anzutreffen. Ferner sind
die erzielbaren Karp-Held-Schranken sehr hoch. Das Beispiel geht von 10 St&dten mit folgenden euklidischen
Daten aus:

Knoten-Nr. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

x-Koordinate 18 62 71 28 77 79 78 4 62 68

y-Koordinate 84 71 77 72 14 6 11 100 63 48

Tabelle 12.9: Koordinaten eines 10-Stadte-Problems
Von/Nach 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 999 45,88 53,46 15,62 91,55 99,02 94,49 21,26 48,75 61,61
2 45,88 999 10,82 34,01 58,94 67,19 62,1 64,85 8 23,77
3 53,46 10,82 999 43,29 63,29 71,45 66,37 70,84 16,64 29,15
4 15,62 34,01 43,29 999 75,93 83,41 78,87 36,88 35,17 46,65
5 91,55 58,94 63,29 75,93 999 8,25 3,16 112,81 | 51,24 35,17
6 99,02 67,19 71,45 83,41 8,25 999 51 120,25 | 59,48 43,42
7 94,49 62,1 66,37 78,87 3,16 51 999 115,75 | 5441 38,33
8 21,26 64,85 70,84 36,88 | 112,81 | 120,25 | 115,75 999 68,8 82,46
9 48,75 8 16,64 35,17 51,24 59,48 54,41 68,8 999 16,16
10 61,61 23,77 29,15 46,65 35,17 43,42 38,33 82,46 16,16 999

Tabelle 12.10: Entfernungs-Daten des 10 St&dte-Problems von Tabelle 12.9 oben (Die Zahlen von 999 auf der
Diagonale sind Strafwerte, um Kurzzyklen i-i auszuschlief3en.)

Wir starten das Verfahren, indem wir eine obere Schranke U = 278.83 durch die Anwendung des Nearest
Neigbour Verfahrens mit dem Startknoten 6 bestimmen und an der Wurzel 1_1 des Entscheidungsbaums die
Held-Karp-Schranke berechnen. Die Held-Karp-Schranke héngt, wie bereits dargestellt, von den Parametern A, t
(Schrittweite) und T (Anzahl der Interationen) ab. Die folgende Tabelle 12.11 fasst die erzielten Schranken fir
den Knoten 1_1 von Tabelle 12.11 bei Schrittweite 1 in Abhangigkeit von A und T zusammen:

A T=300 T=600 T=900
0.95 221.34 221.34 221.34
0.96 225.50 225.50 225.50
0.97 232.45 232.45 232.45
0.98 245.18 245.25 245.25
0.99 269.16 269.54 269.54
0.998 269.54 269.54 269.54

Tabelle 12.11: Held-Karp-Schranke (Die optimale Tour ist fett dargestellt.)

Bemerkenswert hierbei ist die starke Verbesserung der Schranke beim Ubergang von A = 0.98 auf A = 0.99.
Beim Wert A = 0.998 wird sogar an der Wurzel des Entscheidungsbaums nach T=300 Iterationen die optimale
Tour identifiziert.

Mit den Werten A = 0.99, Schritt =1 und T = 300 berechnen wir das Branch-and Bound-Verfahren mit unteren
Schranken und erhalten die folgenden Ergebnisse. Wir erhalten eine untere Schranke von 269,16 und im
aufgefundenen Eins-Baum den Knoten 2 mit dem Grad 3 mit eintreffenden Kanten (2,3), (2,4), (2,9). Wir
verzweigen im Entscheidungsbaum von der Wurzel auf die Nachfolger 2_1, 2 2 und 2_3 und erhalten mit der
Held-Karp-Schranke fiir die Nachfolger die unteren Schranken 278.32, 269.53 und 270.48. Wenn vom Knoten
2_1 weiter verzeigt wird, erhdlt man untere Schranken > U. Damit werden diese Knoten inaktiv. Fir die
Nachfolger 3_4, 3_5 und 3_6 von Knoten 2_2 erhdlt man die unteren Schranken 273.42, 269.70 und 269.54. Der
Eins-Baum in Knoten 3_6 erweist sich dariiber hinaus als eine Tour. Damit kann U auf 269.54 gesenkt werden,



Knotenorientierte Rundreisen in Netzwerken 180

und die Knoten 3_4 und 3_5 werden wegen L > U inaktiv. Die Nachfolger von 2_3 besitzen alle untere
Schranken > U und werden damit inaktiv. Folglich ist die in Knoten 3_6 aufgefundene Tour optimal. Sie hat die
Knotenfolge 1-4-6-7-5-10-9-2-3-8-1.

Die folgende Abbildung 12.15 visualisiert den Entscheidungsbaum mit den zu den Knoten gehdrenden unteren
Schranken.

11
269,16

41/ 42 48 41/ 46 48 21/ 23 2,8
31 32 33 34 35 36 37 38 39
284 281 280 27342 269,70 269,54 270,02 285 271

Tour

Abbildung 12.15: Entscheidungsbaum mit unteren Schranken

An dem mit dem Eins-Baum-Verfahren gewonnen Entscheidungsbaum ist bemerkenswert, dass die mit dem
Subgradientenverfahren gewonnenen Schranken an Nachfolger-Knoten nicht immer anwachsen, sondern in
einigen Fallen sogar zurlickgehen, obwohl durch Sperren von Kanten die Bewertungen auf den Kanten
zunehmen, wie das Beispiel an den Knoten 2_3 und 3_7 zeigt.
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13 Tourenplanung in Versorgungsnetzen

13.1 Uberblick

Tourenplanung — ein Teilaspekt der Transport- und Standortplanung — ist der Distributionslogistik zuzuordnen,
die sich mit Problemen der Planung, Steuerung und Kontrolle von Transport- und Lagersystemen sowie von
darin ablaufenden Prozessen beschéaftigt. Als Tourenplanungsprobleme wird eine ganze Klasse von Problemen
bezeichnet, flr die — meist stellvertretend — das folgende Auslieferungsproblem geschildert wird:

Eine Anzahl von Kunden einer Region, deren Bedarfe und Standorte bekannt sind, soll mit einer Anzahl von
Fahrzeugen mit bestimmten Kapazitaten von einem Depot (z.B. Lager) aus mit einem bestimmten Gut beliefert
werden. Es gilt nun die Kunden so zu beliefern, dass unter Einhaltung aller Restriktionen (z.B. Kapazitats- und
Zeitrestriktionen) die Gesamttransportkosten minimiert werden. Die Abbildung 13.1 veranschaulicht diese
Fragestellung.

\® Tour 3 Tour 1 @

Abbildung 13.1: Standardproblem der Tourenplanung mit 10 Kunden und einem Depot

Es gibt zahlreiche Details, in denen sich Tourenplanungsprobleme voneinander unterscheiden. Zu nennen sind
beispielsweise:

Sammelprobleme: Statt eines  Auslieferungsproblems kann auch ein
Sammelproblem vorliegen; z.B. das Abholen von Rohmilch bei Landwirten und
ortlichen Milchsammelstellen durch die Fahrzeuge einer Molkerei, das Abholen von
Haus- oder Industriemull sowie das Leeren von Postbriefkésten.

Pick up & Delivery-Probleme: In vielen Féllen werden wahrend einer Tour sowohl
Waren ausgeliefert als auch abgeholt; z.B. Brauereifahrzeuge beliefern die Kunden
mit Getrdnken und nehmen gleichzeitig auch Leergut entgegen. Diese Probleme
konnen wie reine Auslieferungsprobleme geldst werden, wenn Volumen und
Gewicht der Riickladung eines Kunden dem gelieferten Auftrag entsprechen.

Transport von Personen (Schulbus-Probleme): An Stelle des Transports von
Gutern kann es sich um den Transport von Personen handeln; z.B. es wird der
Einsatzplan fiur eine Flotte von Schulbussen gesucht, die in einer Region Schiiler
von Bushaltestellen abholen, zur Schule und wieder zurtickbringen. Das Problem
tritt auch bei der Tourenplanung im industriellen Werksverkehr auf. Es entspricht
dem Ein- oder Mehrdepot-Auslieferungsproblem, wobei hier in erster Linie die
Anzahl der eingesetzten Fahrzeuge und weniger die Fahrleistung zu minimieren ist.

Mehrdepot-Auslieferungsprobleme: Bei einem Mehrdepot-Auslieferungsproblem
(mit Kapazitatsrestriktionen) werden die Kunden nicht von einem einzigen, sondern
von mehreren Depots mit unterschiedlichen Standorten aus beliefert. Dabei besteht



Tourenplanung in Versorgungsnetzen 182

keine feste Zuordnung von Kunde zu Depot, d.h. fur jede Tour ist noch zusatzlich
festzulegen, von welchem Depot aus sie durchgefuhrt werden soll. Eventuell kdnnen
bestimmte Auftrdge nur von bestimmten Depots ausgeliefert werden, auflerdem
konnen die Vorrate in den Depots begrenzt sein; z.B. die Belieferung von Baustellen
mit unterschiedlichen Mengen Kies und Sand (Transportgutern), die in
verschiedenen Depots gelagert werden.

Dynamische Tourenplanungsprobleme: Bei dynamischen Tourenproblemen
liegen zu Beginn der Planung noch nicht alle Auftrdge vor. Als ein spezielles
Problem tritt in der Praxis das Dial-a-Ride (= Rufbus)-Problem auf. Personen (oder
Guter, insbesondere Stlickgut) mit unterschiedlichen Ausgangs- und Zielorten sollen
unter Restriktionen (wie zumutbare Warte- und Fahrzeiten) und unter Minimierung
der insgesamt zuriickzulegenden Strecke befordert werden (z.B. Taxis).

Depotfreie  Auslieferung:  Bei  der  depotfreien  Auslieferung  (mit
Kapazitatsrestriktionen) werden die Auftrdge nicht von einem Depot zu den
Kundenorten, sondern zwischen den Kundenorten transportiert. Solche Probleme
treten z.B. beim Stuckgutverkehr von Speditionen, beim Einsatz von Lasten- und
Personentaxis und beim Rufbusverkehr auf.

Tourenprobleme mit Kundenzeitfenstern: Bei  Tourenproblemen  mit
Kundenzeitfenstern missen die Kunden innerhalb eines bestimmten Zeitintervalls
bedient werden. Kundenzeitfenster werden mit Zeitintervallen [ai, bi] bei einem
Kunden i beschrieben, wobei ai den friilhestmdglichen und bi den spétest moglichen
Ankunftszeitpunkt darstellt. Ein Kunde kann auch zwei oder mehrere Zeitfenster
besitzen, z.B. vormittags von 9:00-12:00 Uhr (Zeitfenster 1) und nachmittags von
15:00-18:00 Uhr (Zeitfenster 2). Diese Problemstellungen mit Kundenzeitfenstern
sind in der Praxis wegen der hohen Anforderungen an den Lieferservice von grol3er
Bedeutung (Kapitel 14).

Tourenprobleme mit tageszeitabhéngigen Fahrzeiten: Bei Tourenproblemen in
Stadt- bzw. Ballungsgebieten konnen die Fahrzeiten aufgrund des unterschiedlichen
tageszeitabhéngigen Verkehrsaufkommens (z.B. wahrend der Rushhour) starken
Schwankungen unterliegen. Die Hohe der entstehenden einsatzabhéngigen Kosten
wird in diesem Fall weniger von der Entfernung als mehr von der Fahrzeit
beeinflusst. Es liegt daher nahe, insbesondere bei der Betrachtung wvon
Tourenplanung in Stadt- bzw. Ballungsgebieten, tageszeitabhéngige Fahrzeiten mit
zu bertcksichtigen (vgl. Vogt 1998).

Travelling Salesman Probleme: Das Travelling Salesman Problem ist ein reines
Reihenfolgeproblem, bei dem z.B. fiir ein Fahrzeug eine kirrzeste Rundreise (mit
minimal zuriickzulegender Strecke) durch eine vorgegebene Menge von
Kundenorten gesucht wird. Dabei muss jeder Kundenort genau einmal besucht
werden. Dagegen ist bei den hier betrachteten Problemen die Anzahl der benétigten
Touren zundchst noch offen und geht in die Entscheidung ein. Insofern kann die
Optimierung der Reihenfolge der innerhalb einer Tour zu besuchenden Knoten und
damit das Travelling Salesman Problem als ein Unterproblem des
Tourenplanungsproblems aufgefasst werden.

Chinese Postman Probleme: Das Chinese Postman Problem ist ebenfalls ein reines
Reihenfolgeproblem. Ein Brieftrager soll zur Briefzustellung innerhalb eines
Bezirkes alle StraRen mindestens einmal durchlaufen. Es wird dabei versucht,
moglichst wenig Wege mehrmals zu durchlaufen, d.h. die insgesamt
zurlickzulegende Wegstrecke soll minimiert werden.
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Zuordnungsoptimierung: Bei der Zuordnungsoptimierung soll eine Menge von
Auftragen den verfugbaren Transportmitteln so zugeordnet werden, dass moglichst
wenige Transportmittel eingesetzt werden, wobei die Distanzkosten keine Rolle
spielen. Hat z.B. ein GrolRkunde ein Auftragsvolumen von mehr als einem LKW,
beispielsweise beim Transport von sperrigen Gitern, so kénnen reine Pendeltouren
gebildet werden, die vom Depot nur zu dem einen Kunden und wieder zuriick
fahren.

Die genannten Tourenprobleme lassen sich (wie die Rundreiseprobleme allgemein) hinsichtlich der
Lésungsansatze in

knotenorientierte Probleme (verallgemeinerte Travelling Salesman Probleme) und
kantenorientierte Probleme (verallgemeinerte Brieftradgerprobleme)

aufteilen. Unter dem Begriff knotenorientierte Tourenprobleme werden diejenigen Problemstellungen
subsumiert, die davon ausgehen, dass die Kunden an diskreten Punkten (Orten) einer Region angesiedelt sind,
waéhrend bei der kantenorientierten Tourenplanung die Kunden gleichmafRig tber die zu ver- bzw. entsorgenden
StralRen verteilt sind (Postverteilung, Millabholung). Obwohl die Lésungsansétze fur beide Problemstellungen
gewisse Analogien aufweisen, beziehen sich die folgenden Ausfiihrungen fast ausschlieflich auf die - in der
Praxis weitaus haufiger auftretende - knotenorientierte Tourenplanung.

Bei beiden Teilproblemen miissen normalerweise eine Reihe von Restriktionen berlicksichtigt werden, wie z.B.
das zuldssige Gesamtgewicht der Fahrzeuge (Kapazitatsrestriktion) oder die maximale Dauer einer Tour
(Zeitrestriktion).

MaRgeblich fur die Reihenfolgeplanung sind die Distanzen zwischen den Kundenorten, bzw. zwischen
Kundenort und Depot. Damit sind entweder die tatsdchlichen Entfernungen im StraBennetzwerk oder die
euklidischen Distanzen als Luftlinie gemeint, woraus dann Fahrzeiten als verallgemeinerte Distanzen abgeleitet

werden.

Das Ziel einer Tourenplanung héngt in erster Linie davon ab, zu welchem Zweck die Planung durchgefihrt wird.
Neben der Minimierung der Kosten wird hdufig auch die Minimierung der gesamten Entfernung angestrebt. Ziel
kann aber auch die Minimierung der Anzahl eingesetzter Fahrzeuge oder die Minimierung der gesamten Fahrzeit
sein. Auch sind monetér nicht oder nur schwer quantifizierbare Kriterien wie die Erhéhung des Lieferservices
oder eine gleichmaRige Auslastung der Fahrzeuge als Ziel vorstellbar.

Die Tourenplanung tritt in zwei unterschiedlichen Planungssituationen auf:

Téagliche Planung: Aufgrund bekannter Auftrage erfolgt die Planung fur einen Tag
jeweils am Vortag oder am frilhen Morgen des gleichen Tages. Diese Situation stellt
hohe Anforderungen an die Geschwindigkeit des gesamten Planungsprozesses,
insbesondere des Losungsverfahrens. Sie ist typisch fur die Auslieferung von Giitern
an den Handel, da hier die Auftrége taglich wechseln.

Planung von Standardtouren: Aufgrund typischer (z.B. durchschnittlicher)
Auftragsprogramme erfolgt die Planung in gréi3eren zeitlichen Abstanden fiir einen
Tag, gegebenenfalls unterschiedlich nach Wochentagen. Diese Standardtouren
konnen, falls erforderlich, bei der tdglichen Anwendung den tatsachlichen Auftrédgen
angepasst werden. Dieses Vorgehen ist sinnvoll bei geringer Schwankung des
Auftragsprogramms oder wenn gleichbleibende Touren gewtnscht sind, z.B. bei der
Mullabfuhr oder im Schulbusverkehr (vgl. Fleischmann 1994, S. 212).

13.2 Grundlagen der Tourenplanung

In den nachfolgenden Ausfiihrungen werden einige Begriffe, Definitionen und Verfahren erldutert, die fur das
Verstandnis der Thematik niitzlich sind.



Tourenplanung in Versorgungsnetzen 184

Unter einem Depot wird der Ort verstanden, an dem die Auslieferungs- und/oder Sammelfahrten beginnen und
enden. Beispiele fir Depots sind Auslieferungslager, Sammellager und Fahrzeugdepots. Im allgemeinen werden
die Kunden mit 1,...,n nummeriert und dem Depot wird die Nummer 0 zugewiesen. Der Bedarf des Kunden i
betragt pro Periode bj ME. Dem Tourenplanungsproblem liegt ein vollstéandiger (nichtnegativ) bewerteter

Digraph mit der Knotenmenge V = {0, 1, ..., n} zugrunde, der die zulassigen Verbindungen von Kunde i nach

Kunde j oder zum Depot 0 zum Ausdruck bringt. Die Bewertung d;; eines Pfeils [i, j] bildet die Entfernung von
Kunde i zu Kunde j ab, die auf verschiedene Weise bestimmt werden kann. Die Entfernungen sind entweder aus
fertigen Entfernungswerken, z.B. geografischen Informationssystemen, zu entnehmen oder mittels der
Verbindungsstraen- bzw. der Koordinatenmethode zu berechnen. Die geografischen Informationssysteme wie
Map&Guide der PTV GmbH oder AutoRoute Express von Microsoft liefern zwar die Distanzen fur betrachtete
Streckenabschnitte, die Programme beinhalten jedoch keine offengelegte Schnittstelle, um aus anderen
Anwendungen auf die Koordinaten der jeweiligen Kundenorte zuriickzugreifen.

Koordinatenmethode
Wenn die Depot- und Kundenstandorte i durch kartesische Koordinaten in der Ebene, etwa (xj, y;j) fir alle i =

0, 1, ..., n, gegeben sind, dann stellt

d; = \/(xi —X;)? +(y; -y’ (,§=0,1, ... i #j)

die Lénge der direkten euklidischen (Luftlinien-) Entfernung zwischen jeweils zwei Standorten i und j dar
(Abbildung 13.2). Fir die Entfernungen dj; gilt dann die Dreiecksungleichung:

dij < di + dyj O<ij<n 1<k<n, i=j, izk k=j),

d.h. der direkte Weg von i nach j ist nicht langer als ein Umweg Uber einen Kunden k. Wir geben im folgenden
ein Beispiel fiir die Koordinatenmethode.

20

Y 15
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Abbildung 13.2: Koordinatengitter und Luftlinienentfernung
(Quelle: Ziegler 1988, S. 47)

Die folgende Tabelle 13.1 enthdlt die aus Abbildung 13.2 abgelesenen Koordinaten und die daraus berechneten
Luftliniendistanzen.

Punkt Koordinaten Luftliniendistanz zu Punkt
X y 1 2 3 4 5
1 6,2 8,2 - 14,1 22,4 21,2 6,9
2 17,6 16,5 14,1 - 10,9 16,6 12,7
3 28,0 13,3 22,4 10,9 - 10,8 23,1
4 26,6 2,6 21,2 16,6 10,8 - 24,9
5 5,0 15,0 6,9 12,7 23,1 24,9 -

Tabelle 13.1: Luftliniendistanzen (Quelle: Ziegler 1988, S. 50)

Da die Luftlinienentfernungen erheblich kiirzer sind als die echten StraRenkilometer (bedingt durch den
StralRenverlauf), wird durch Multiplikation mit einem Korrekturfaktor eine Anndherung an die wahren
Verhéltnisse gegeben. Dieser Faktor liegt normalerweise zwischen 1,0 und 1,5 und h&ngt vom jeweiligen Gebiet
ab. Im Normalfall kommt den wahren Entfernungen der Faktor 1,28 am néchsten. Die Faktoren kénnen pro
Bezirk oder pro Kunde festgelegt werden.
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Naturliche Hindernisse wie Gebirge, Flusse und Seen machen die Berechnung mit der Koordinatenmethode sehr

ungenau (Abbildung 13.3).

B

Abbildung 13.3: Barriere bei einem Fluss
(Quelle: Ziegler 1988, S. 49)

Bei einer geringeren Anzahl von Hindernissen werden Barrieren gesetzt. Bei einer Verbindung, deren Luftlinie

tUber eine Barriere fuhrt, werden die Umwege Uber die beiden Endpunkte der Barriere berechnet. Der kiirzere
Umweg ist die gesuchte Entfernung. Durch Barrieren konnen einzelne Hindernisse berticksichtigt werden,
komplizierte Landschaftsstrukturen (z.B. Norwegen) sind allerdings nicht realisierbar.

Strafennetzmethode

In einem anderen Ansatz kann der Digraph V in einem Ubergeordneten Netzwerk eingebettet sein, welches nicht

allein die Kundenstandorte reprasentiert, sondern dartiber hinaus das StralBennetz enthalt, welches die

Kundenstandorte verbindet (Stralennetzwerk). Im (ibergeordneten Netzwerk stellen dann jede StraBenkreuzung

oder -einmiindung und insbesondere jede Autobahnabfahrt einen Knoten dar. Zwischen benachbarten Knoten

sind die direkten StraBenentfernungen Aj; gegeben. Mit Hilfe eines Algorithmus fur kirzeste Wege lassen sich

dann die Entfernungen zwischen je zwei Kundenstandorten bzw. dem Depot im StraBennetzwerk bestimmen.

Wir erhalten damit die Entfernungs- bzw. Distanzmatrix des Digraphen V mit den Elementen d;; (i,j =0, 1, ...,
n). In dem Buch zur Tourenplanung von Paessens (1987) ist eine Karte der westdeutschen Autobahnen als Netz
mit 350 Knoten auf Diskette enthalten.

Abbildung 13.4 zeigt einen Ausschnitt aus einer Landkarte mit einem Depot (1), vier Kundenorten (2 - 5),
Strallen, einer Autobahn und vier Verkehrsknoten (6 - 9). Fir jedes Stralenstiick ist die Lange in Kilometer

angegeben.
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Abbildung 13.4: StraBennetzmethode
(Quelle: Ziegler 1988, S. 46)

Anhand dieser Abbildung I&sst sich die Tabelle 13.2 erstellen, die die Entfernungen zwischen den benachbarten
Punkten und — in Kursivschrift — die kiirzesten Distanzen zwischen nicht benachbarten Kundenorten und dem

Depot enthalt.
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1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 - 17 27 24 7 5 11
2 17 - 11 21 13 9 6
3 27 11 - 11 24 2
4 24 21 11 - 31 6
5 7 13 24 31 -
6 5 - 20 13
7 9 2 20 -
8 11 6 - 9
9 6 13 9 -

Tabelle 13.2: StraRenkilometer (Quelle: Ziegler 1988, S. 50)

Beide Ansétze zur Bestimmung der Entfernungen zwischen den Kunden kdnnen kombiniert verfolgt werden. Da
die Luftlinie eine untere Grenze der StraBennetzentfernungen darstellt, kénnen in einfacher Weise
Plausibilitatskontrollen im StraBennetz durchgefiihrt werden, um Fehler bei der Datenaufnahme des
StraRennetzes zu erkennen. Umgekehrt kénnen auch Verbindungen im Strafennetz, die wesentlich langer als die
Luftlinie sind, z.B. mehr als zweimal so lang, leicht identifiziert und noch einmal tberpriift werden.

Oft sind jedoch die geometrischen Entfernungen wenig aussagekraftig, denn fur eine Tourenplanung ist es
wesentlich, ob eine Strecke von 100 km auf einer Autobahn oder einer LandstralRe zuriickgelegt wird. Statt der
Entfernungen der Kunden voneinander ist es in der Tourenplanung oftmals tblich, die entsprechenden
Fahrzeiten zu betrachten. Die Fahrzeit von Kunde i (bzw. Depot 0) zu Kunde j (bzw. Depot 0) wird mit tij (i,j=

0,1,..., n;i=]) bezeichnet. Die Fahrzeiten tj; ergeben sich hiermit zu tjj = ajj dj; mit gewissen Faktoren aj; >0,
die den reziproken Durchschnittsgeschwindigkeiten auf den Strecken von i nach j entsprechen.

Die Menge von Kunden, die auf einer in einem Depot beginnenden und in einem Depot endenden Fahrt bedient
werden, wird als Tour bezeichnet. Wird etwa die Kundenmenge {1, 2, 3} auf einer Fahrt bedient, so ist (0, 1, 2,
3, 0) eine mdogliche Tour. Als Route wird die Reihenfolge, in der die Kunden einer Tour angefahren werden,
definiert. Gemessen an der Tatsache, dass Start- und Zielort der Fahrzeuge identisch sind, handelt es sich um
geschlossene Touren. Im Gegensatz dazu spricht man von offenen Touren, falls die Fahrzeuge nicht zum
gleichen Depot zuriickkehren.

Eine Tour (0, 1, 2, ..., r, 0) hat die Dauer to; + t12 + ... + t,o und den Gesamtbedarf b, + b, + ... + b,. Eine Menge
von Touren mit der Eigenschaft, dass jeder Kunde auf genau einer Tour bedient wird, heil3t Tourenplan. Die
Gesamtdauer eines Tourenplanes ist die Summe der Dauer seiner Touren. Ein zuléssiger Tourenplan genigt
allen Restriktionen des Tourenproblems, und ein optimaler Tourenplan ist ein zul&ssiger Tourenplan minimaler
Gesamtdauer.

Ziel der Tourenplanung ist es, einen optimalen Tourenplan (ndherungsweise) zu bestimmen. Dabei wird
vorausgesetzt, dass zumindest der Einzelbesuch eines jeden Kunden mdéglich ist, d.h. alle Pendeltouren (0, i, 0),
1 <i<n, erfullen die Kapazitétsrestriktion C der Lieferfahrzeuge und tberschreiten nicht die maximale Dauer

TD der Touren:
b, <C _
(i=1,..,n)
ty +t, <TD

Mit diesen grundlegenden Begriffsdefinitionen lasst sich das sogenannte Standardproblem der
Tourenplanung wie folgt beschreiben: Innerhalb einer Periode (z.B. einem Arbeitstag) sind n Kunden von
einem Depot aus zu bedienen. Die Standorte der Kunden und des Depots sind bekannt. Die kiirzesten
Entfernungen zwischen den Kunden sowie zwischen dem Depot und den Kunden sind ebenfalls bekannt und
durch die symmetrische Distanzmatrix D = (dij) miti, j=0, 1, ..., n gegeben. Zur Bedienung der Kunden stehen

beliebig viele gleichartige Fahrzeuge K mit Ladekapazitat C zur Verfugung. Die Fahrzeuge sind an einem Depot,
wo die Touren beginnen und enden, stationiert. Fir die Kundeni =1, ..., n gilt:

e Der Bedarf des Kunden i betragt in der Periode bi Mengeneinheiten.

e Jeder Kunde muss auf genau einer Tour bedient werden, d.h. der Bedarf eines jeden
Kunden ist durch eine Bedienung zu decken (keine Teillieferungen bzw. -
entsorgungen).

Die Fahrzeuge k = 1, ..., K und das sie bedienende Personal unterliegen folgenden Restriktionen:
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o Kapazitatsrestriktion: Die maximale Fahrzeugkapazitdt von C Mengeneinheiten
darf nicht tberschritten werden.

e Zeitrestriktion: Die Fahrzeit, die fir eine Route erforderlich ist, darf TD
Zeiteinheiten nicht (berschreiten. Diese Restriktion bildet die gesetzliche
Beschrankung der Lenkzeiten ab. Zudem waren Touren mit einer Dauer von
beispielsweise Uber 15 Stunden unrealistisch lang. Zur Berechnung dieser Zeit
werden sowohl die Standzeiten ti bei den Kunden als auch die Fahrzeiten tjj
zwischen den Kunden herangezogen. Der Einfachheit halber wird bei dieser
Problemstellung meistens angenommen, dass die Fahrt von i nach j (miti, j =0, 1,
..., N) genau dj Zeiteinheiten erfordert, dass also die Fahrzeit proportional zur
zurlickgelegten Entfernung ist.

Die Tourenplanung hat zum Ziel, die Touren so zu planen, dass bei vollstandiger Bedienung der Kunden und
unter Einhaltung aller Restriktionen die insgesamt zuriickzulegende Entfernung minimiert wird (Diruf 1996A).

13.3 Verfahren zur Losung von Tourenplanungsproblemen

Tourenplanungsprobleme zéhlen zu der Klasse der NP-schweren Probleme. Fir diese Probleme muss davon
ausgegangen werden, dass die Rechenzeit im ungtinstigsten Fall exponentiell mit der ProblemgréRe wachst, was
beispielsweise einem Aufwand von O(2") entspricht. Zur Lésung werden daher hdufig Naherungsverfahren,
sogenannte heuristische Verfahren eingesetzt, da die meisten Tourenplanungsprobleme in der
Wirtschaftspraxis nur mit unverhaltnisméRig grofem Rechenaufwand oder gar nicht exakt zu l6sen sind.

Dabei wird meist so vorgegangen, dass mit einem Tour-Konstruktionsverfahren eine Anfangsldsung ermittelt
wird und diese anschlieffend mit Hilfe von Tour-Verbesserungsverfahren verbessert wird.

Die Verfahren der Tourenplanung lassen sich in zwei Teilprobleme zerlegen:

e die Zuordnung der Kunden zu den einzelnen Touren und
e die Festlegung der Reihenfolge der Kunden innerhalb jeder Tour. Dies stellt pro
Tour ein Travelling Salesman Problem dar.

Man unterscheidet die Tourenplanungsverfahren dahingehend, ob die Teilprobleme der Zuordnung und
Reihenfolge simultan geldst werden (parallele VVerfahren) oder ob beide Teilprobleme nacheinander geldst
werden (sequentielle Verfahren).

Zur Lésung des Standardproblems stellen der Sweep-Algorithmus, das Savings-Verfahren und das Zirkel-
Verfahren drei bekannte Verfahren zur Tourenbildung dar, die im folgenden beschrieben werden. Allerdings ist
dabei zu bedenken, dass die eingangs geschilderten Problemstellungen eine wesentlich komplexere
Modellbildung erfordern, wie am Beispiel der Kundenzeitfenster gezeigt werden kann (vgl. Kapitel 14).

13.3.1 Der Sweep-Algorithmus

Der Sweep-Algorithmus von Gillett und Miller (1974) ist ein koordinatenorientiertes Verfahren, bei dem die
Lage der Knoten in Form von kartesischen Koordinaten oder Polarkoordinaten vorgegeben ist. Der Algorithmus
geht davon aus, dass die Standorte des Depots und der Kunden durch Koordinaten (xj, yj) so gegeben sind, dass

das Depot im Ursprung des Koordinatensystems liegt. Die Entfernung dij zwischen je zwei Standorten i und j

werde als Luftlinie (euklidisch) ermittelt. Die Kunden werden nun nach aufsteigenden Polarwinkeln ¢ (d.h.
gegen den Uhrzeigersinn) sortiert. Es wird im folgenden stets davon ausgegangen, dass die Kunden in dieser
Reihenfolge von 1 bis n nummeriert sind. Das Verfahren kann damit auf folgende Weise skizziert werden.

Das Verfahren ist ein sequentielles Verfahren und baut die einzelnen Touren eines Tourenplanes nacheinander
wie folgt auf: Die erste Tour des Planes enthalt die Kunden 1, 2, ..., i1 (also die Kunden mit den kleinsten

Polarwinkeln); die zweite Tour wird durch die Kunden i1+1, ..., i1+i> gebildet usw. Bei der Zusammenfassung
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von Kunden zu Touren werden in einem Segment so viele Kunden zusammengefasst, bis die Kapazitatsgrenze C
des LKWs erreicht ist oder eine Abschétzung der Fahrzeit zeigt, dass die zul&ssige Grenze TD der Fahrzeit
uberschritten wird. Innerhalb eines Segmentes sind dann die Kunden in einer optimierten Reihenfolge zu einer
Tour zusammengefasst. Dieses geschieht mit den Losungsverfahren fiir das Travelling Salesman Problem.
Hier kénnen die Heuristik des néchsten Nachfolgers und Einfligeverfahren angewendet werden. Die fir jede
Tour zu bestimmende (kirzeste) Route kann dann, ausgehend von einer bereits gebildeten Tour, mit einem
Verbesserungsverfahren, z.B. mit dem 2-opt-Verfahren oder dem 3-opt-Verfahren, berechnet werden. In einem
weiteren Schritt kann dann noch geprift werden, ob der Austausch des letzten Kunden einer Tour gegen den
nachstgelegenen Kunden der nachsten Tour eine Verbesserung bringt. Vor der Einplanung eines Kunden in eine
Tour ist sicherzustellen, dass die Kapazitat C der Fahrzeuge und die maximale Dauer TD der Tour nicht
uberschritten werden.

Die Zusammenfassung der Kunden in Segmente hangt davon ab, welcher Kunde als Kunde 1 festgelegt wurde.
Weitere Tourenplane werden analog erstellt, indem die Toureneinteilung mit Kunde 2, 3, 4,..., n beginnt. Damit
werden insgesamt n (verschiedene) Plane erzeugt, unter denen der beste Plan herausgesucht werden kann.
Schematisch I&sst sich der Sweep-Algorithmus folgendermaBen darstellen:

Verfahren 13.1: Sweep-Algorithmus

1. Initialisierung
Ordne die Kunden nach aufsteigenden Polarwinkeln (d.h. gegen den Uhrzeigersinn) und
nummeriere sie von 1 bis n durch.

2. Verarbeitung
For i:=1 To n Do
Begin
Erstelle Tourenplan I, indem die Kundenliste beginnend bei Kunde i folgendermalen
abgearbeitet wird (Fur i > 1 wird bei Erreichen von Kunde n mit Kunde 1 fortgefahren):
Repeat
e Erdffne eine neue Tour;
o Fuge der Tour solange Kunden hinzu, bis die Kapazitatsgrenze des LKWs erreicht ist
oder eine Abschatzung der Fahrzeit zeigt, dass die maximale Fahrzeit erreicht ist;
¢ Ermittle die optimale Travelling Salesman Tour fur diese Kunden und deren Lange;
Until Alle Kunden sind einer Tour zugeordnet;
Ermittle die Gesamtlange von Tourenplan i;
EndFor;
Ermittle den Tourenplan mit minimaler Gesamtlange.

Der Sweep-Algorithmus erzielt gute Ergebnisse, wenn das Depot zentral relativ zur Kundenstruktur liegt und mit
moglichst wenig Touren jeweils relativ viele Kunden pro Tour angefahren werden sollen. Liegt das Depot etwa
in der Stadtmitte und sind die Kunden l&ngs der sternférmig verlaufenden Ausfallstrallen aufgereiht, so sind
diese Voraussetzungen gegeben. Die folgende Abbildung 13.5 zeigt Beispiele fiir die vom Sweep-Algorithmus
erzeugten Tourenpléane:
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(a) Depot in Zentrallage

(b) Depot in Randlage (unten links)

Abbildung 13.5: Vom Sweep-Algorithmus erzeugte Tourenplane (Quelle: Ziegler 1988, S. 76/77)

Das folgende Beispiel dient zur Demonstration des Sweep-Algorithmus und des im folgenden betrachteten

Savings-Verfahrens:

Beispiel 13.1

VVom Depot aus seien 11 Orte - der Einfachheit halber mit gleichem Bedarf an Transportvolumen - zu beliefern.

Ein Fahrzeug kann maximal vier Orte auf einer Tour versorgen. Zeit- bzw. L&ngenrestriktionen je Tour sowie
Ausgeglichenheit der Tourenldngen mogen bei diesem Beispiel keine Rolle spielen. Entsprechend Abbildung
13.6 lasst sich das schematische Streckennetz skizzieren.

Mbnchengladbach

Duishurg

Disseldorf

Bochum Dortmund

Die symmetrische Entfernungsmatrix D = (dij) von der im folgenden ausgegangen wird, zeigt Tabelle 13.3.

Abbildung 13.6: Streckennetz fiir ein Tourenplanungsproblem
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
0 0 33 61 72 50 36 35 33 28 36 38 27
1 0 31 58 40 57 68 66 61 69 64 46
2 0 27 50 67 79 90 89 97 77 59
3 0 23 40 52 63 93 116 104 86
4 0 17 29 40 70 86 88 77
5 0 12 23 53 72 74 63
6 0 11 41 66 73 62
7 0 30 55 71 60
8 0 25 66 55
9 0 70 63
10 0 18
11 0

Tabelle 13.3: Entfernungsmatrix D fiir das Tourenplanungsproblem aus Abbildung 13.6

Da die Orte bei diesem Verfahren nach aufsteigenden Winkeln von 1 bis 11 durchnumeriert werden, baut sich
der 1. Tourenplan mit einer Gesamtlénge von 432 km wie folgt auf:

1. Tour mit 1,2,3,4 in optimaler Reihenfolge: [0,1,2,3,4,0] und der L&nge Z = 164 km.
2. Tour mit 5,6,7,8 in optimaler Reihenfolge: [0,5,6,7,8,0] und der Lange Z = 117 km
3. Tour mit 9,10,11 in optimaler Reihenfolge: [0,9,10,11,0] und der L&nge Z = 151 km.

Abbildung 13.7: Erster Sweep-Tourenplan

Ein zweiter Tourenplan enthalt die Touren: [0,2,3,4,5,0], [0,6,7,8,9,0], [0,10,11,1,0] usw. Der optimale
Tourenplan nach dem Sweep-Verfahren ist der 8. Tourenplan mit den Touren: [0,8,9,10,11,0], [0,1,2,3,4,0],
[0,5,6,7,0] zu 168, 164 und 92 km sowie einer Gesamtlange von 424 km. Die Tabelle 13.4 stellt alle vom Sweep-
Algorithmus betrachteten Tourenplane noch einmal zusammen. Der optimale Tourenplan (Tourenplan 8) ist
dabei kursiv dargestellt.
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Abbildung 13.8: Optimaler Sweep-Tourenplan

1. Tourenplan

Tour 1 0-1-2-3-4-0 33+31+27+23+50 = 164
Tour 2 0-5-6-7-8-0 36+12+11+30+28 = 117
Tour 3 0-9-10-11-0 36+70+18+27 = 151
Gesamtlange 432
2. Tourenplan

Tour 1 0-2-3-4-5-0 61+27+23+17+36 = 164
Tour 2 0-6-7-8-9-0 35+11+30+25+36 = 137
Tour 3 0-10-11-1-0 38+18+46+33 = 135
Gesamtlange 436
3. Tourenplan

Tour 1 0-3-4-5-6-0 72+23+17+12+35 = 159
Tour 2 0-7-8-9-10-0 33+30+25+70+38 = 196
Tour 3 0-11-1-2-0 27+46+31+61 = 165
Gesamtlange 520
4. Tourenplan

Tour 1 0-4-5-6-7-0 50+17+12+11+33 = 123
Tour 2 0-8-9-10-11-0 28+25+70+18+27 = 168
Tour 3 0-1-2-3-0 33+31+27+72 = 163
Gesamtlange 454
5. Tourenplan

Tour 1 0-5-6-7-8-0 36+12+11+30+28 = 117
Tour 2 0-9-10-11-1-0 36+70+18+46+33 = 203
Tour 3 0-2-3-4-0 61+27+23+50 = 161
Gesamtlange 481
6. Tourenplan

Tour 1 0-6-7-8-9-0 35+11+30+25+36 = 137
Tour 2 0-10-11-1-2-0 38+18+46+31+61 = 194
Tour 3 0-3-4-5-0 72+23+17+36 = 148
Gesamtlange 479
7. Tourenplan

Tour 1 0-7-8-9-10-0 33+30+25+70+38 = 196
Tour 2 0-11-1-2-3-0 27+46+31+27+72 = 203
Tour 3 0-4-5-6-0 50+17+12+35 = 114
Gesamtlange 513
8. Tourenplan

Tour 1 0-8-9-10-11-0 28+25+70+18+27 = 168
Tour 2 0-1-2-3-4-0 33+31+27+23+50 = 164
Tour 3 0-5-6-7-0 36+12+11+33 = 92
Gesamtlange 424
9. Tourenplan

Tour 1 0-9-10-11-1-0 36+70+18+46+33 = 203
Tour 2 0-2-3-4-5-0 61+27+23+17+36 = 164
Tour 3 0-6-7-8-0 35+11+30+28 = 104
Gesamtlange 471
10. Tourenplan

Tour 1 0-10-11-1-2-0 38+18+46+31+61 = 194
Tour 2 0-3-4-5-6-0 72+23+17+12+35 = 159
Tour 3 0-7-8-9-0 33+30+25+36 = 124
Gesamtlange 477
11. Tourenplan

Tour 1 0-11-1-2-3-0 27+46+31+27+72 = 203
Tour 2 0-4-5-6-7-0 50+17+12+11+33 = 123
Tour 3 0-8-9-10-0 28+25+70+38 = 161
Gesamtlange 487

Tabelle 13.4: Tourenpléne nach dem Sweep-Algorithmus
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13.3.2 Das Savings-Verfahren

Das Savings-Verfahren von Clarke und Wright (1964) ist das wohl bekannteste und in der Praxis das am
haufigsten eingesetzte heuristische Losungsverfahren fiir knoten-orientierte Tourenprobleme. Das Verfahren
zahlt zu den Parallelverfahren, weil die Bildung und Veranderung von Touren und Routen parallel zueinander
erfolgt.

Voraussetzung fiir das klassische Savings-Verfahren ist eine symmetrische Entfer-nungsmatrix D = (dij) mit i, j

=0, ..., n oder den Koordinaten fiir das Depot und die Kunden’. Sind nur Koordinaten bekannt, so werden die
Entfernungen euklidisch berechnet (Luftlinienentfernung). Das Verfahren beginnt mit einer Anfangslésung, bei
der jeder Kunde i fiir sich eine Tour i bildet, also einzeln vom Depot aus angefahren wird. Diese Tour wird als
Pendeltour bezeichnet. Die Anzahl der Touren entspricht dann der Anzahl der Kunden; die Route der i-ten Tour
ist (0, i, 0). Die Gesamtlénge Z des Tourenplans betragt:

Z=2-2dgi (i€l

wobei dy; die Entfernung des Knoten i vom Depot 0 und I die Menge aller Kunden sei.

Diese sehr ungunstige Anfangsldsung wird im Laufe des Verfahrens sukzessive durch Vereinigung von jeweils
zwei Touren - unter Berticksichtigung der Kapazitéats- und Zeitrestriktionen - verbessert. Werden der erste und
der letzte Kunde einer Route als Endkunde bezeichnet, so werden zwei Routen durch Ubergang von einem
Endkunden der ersten Tour zu einem Endkunden der zweiten Tour miteinander verknipft. Die Endkunden
zweier verschiedener Touren losen dabei ihre Verbindung mit dem Depot 0 auf. Werden beispielsweise zwei
Touren (0, iy, ..., i, 0) und (0, iy, ..., im, 0) miteinander verkniipft, so ergeben sich vier mogliche neue Touren
(von denen einige zusammenfallen, wenn mindestens eine der beiden urspriinglichen Touren eine Pendeltour
ist):

(0, i1, by By ey iy 0), (0, 11y ey iy 1,y ey i, 0),
(0, i, ..oy iy my ooy 141, 01, 0), (O, im, ...y 11, 1, i1, .oy ik, O).

Bei der Anwendung des Savings-Verfahren auf asymmetrische Tourenplanungsprobleme ergeben sich bei der
Verknupfung zweier Touren lediglich zwei neue Touren, sofern die Tourenteile nicht in entgegengesetzter
Richtung durchlaufen werden durfen:

(0, i3, ooy iy 1ty ey im, 0), (O, 1y ey i, g, ey iy 0).

Die Vereinigung zweier Touren durch Verkniipfung ihrer Routen (iber die Endkunden i und j ergibt ein Saving
(eine Ersparnis) in Héhe von

Sij := doi + doj - djj

Die Abbildung 13.9 stellt die Ersparnis dar, die sich bei der Kombination zweier Touren durch Wegfall der
Ruckfahrten zum Depot einstellt.

D d (ij) D

b) — 1\

Abbildung 13.9: Ersparnis durch Wegfall der Ruckfahrten beim Verbinden zweier Touren

7 Statt Entfernungen kénnen auch Fahrzeiten ti; angenommen werden.
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Wenn die Entfernungen djj mit der Koordinatenmethode gewonnen worden sind, gilt fir die Entfernungen die
Dreiecksungleichung dix < djj + djk fir alle Knoten i, j und k, und es ist stets s;; > 0. Liegt den Entfernungen dj; die
StraRennetzmethode zugrunde, kénnen negative Savingswerte auftreten. Der Savingswert s;; ist um so groRer, je
naher die Kunden i und j beieinander liegen und je weiter sie vom Depot entfernt sind.

Das Savings-Verfahren lauft wie folgt ab:
Verfahren 13.2: Savings-Verfahren

1. Initialsierung
Initialisiere eine Tourenliste wird mit den n Pendeltouren.

2. Verarbeitung

2.1. Berechne fir je zwei Endkunden i,j die n? - n Savingswerte sj und lege sie in einem Array ab,
i,j=1..n.

2.2. Sortiere die berechneten Savingswerte im Array absteigend.

2.3. Betrachte die positiven Savingswerte sj beginnend mit dem gréf3ten Savingswert in
absteigender Reihenfolge und Uberprife, ob unter Beachtung der Restriktionen jeweils die
zu den Endkunden i und j gehdrenden Touren verknlpft werden kénnen.

2.4. Konnen in 2.3 zwei Touren verknlpft werden, fiihre dies aus. Streiche in der Tourenliste die
beiden Touren und nehme die neue Tour in den Tourenplan auf.

2.5.  Uberpriife in 2.3 den nachst kleineren Savingswert.

3. Terminierung
Das Verfahren bricht ab, wenn alle positiven Savingswerte tUberprift sind.

Der grofite Rechenaufwand beim Savings-Verfahren entsteht in Schritt 2.2 beim Sortieren. Hier ist ein Aufwand
O(n*) zu erbringen®. Fur die schnelle Berechnung der Savingswerte ist es giinstig, wenn die Entfernungen dj
bereits als Matrix vorliegen und nicht erst iber die Wurzelfunktion oder einen Kirzesten-Wege-Algorithmus
berechnet werden miissen. In Schritt 2.3 miissen n? - n Uberpriifungen vorgenommen werden, die auch recht
rechenaufwendig sind. Zum Aufbau der Touren unter den n Kunden werden lediglich n Verbindungen und damit
n Savingswerte bendtigt. Jedoch werden n? - n Savingswerte zunéchst berechnet, von denen schlieRlich n? - 2n
gar nicht als neue Verbindungen umgesetzt werden kénnen. Damit wird nur der Bruchteil von n/(n?-n) = 1/(n-1)
der Savingswerte genutzt. Das Savingsverfahren ist also &uferst unékonomisch. Bei n = 300 Kunden missen
89.700 Savingswerte berechnet werden, von denen bloR 0,3% zur Verkiirzung des Tourplans genutzt werden
kdnnen, bei n = 1000 Kunden sind es knapp 1 Mio. Savingswerte mit einer Nutzungsrate von 0,1%.

Die zu bewéltigende Datenmenge kann folgendermalien eingegrenzt werden: Wenn wegen der Auftragsstruktur
davon auszugehen ist, dass die optimierten Touren nicht bloR einen oder zwei Kunden enthalten, sondern dass
flinf oder mehr Kunden pro Tour gebindelt werden kénnen, dann kénnen in einem Vorschaltverfahren
zundchst die n Pendeltouren soweit zusammengefasst werden, dass die Tourenliste nur noch ca. n/3 Touren
enthalt. Mit dieser kondensierten Tourenliste als Initialisierung in Schritt (1) kann dann das obige
Savingsverfahren gestartet werden, wobei die Savingswerte bloR noch fiir die Endkunden der fur die
Initialisierung verwendeten Tourenliste berechnet werden missen. Als VVorschaltverfahren kommt folgender
Algorithmus in Betracht:

Das Savingsverfahren geht von den groften Savingswerten aus. Da der Savingswert si; umso grofer ist, je néher
die Kunden i und j beieinander liegen und je weiter sie vom Depot entfernt sind, verbindet das Savingsverfahren
in den ersten Schritten nur Kunden dieser Lage. Diese Strategie der Tourenverknipfung kann man herbeifiihren,
indem man das Savingsverfahren mit den Pendeltouren starten I&sst, aber das Array der betrachteten
Savingswerte s nur aufbaut aus einem Anteil A der vom Depot am weitesten entfernt liegenden Kunden i, wobei
pro Kunde i nur die Anzahl B zum Kunden i am ndchsten liegenden Kunden j betrachtet wird. Fir die Zahlen A
und B kann man A = 20% und B = 5 wéhlen. Ist das Array der Savingswerte nach dem Savingsverfahren
abgearbeitet worden, so ist das VVorschaltverfahren zu Ende, und die entstandene Liste der Touren kann das
Savingsverfahren im obigen Sinne starten.

Trotz der von den Pendeltouren reprasentierten &ulerst schlechten Startldsung gelangt das Savingsverfahren zu
sehr guten Losungen. Die Touren sind wie Blatter einer Blite um das Depot aufgebaut. Die Touren gruppieren
sich um die zum Depot entfernt liegenden Kunden, wahrend die depotnahen Kunden in eigenen Touren versorgt
werden. Die folgende Abbildung 13.10 zeigt Beispiele flr die vom Savingsverfahren erzeugten Tourenpléne.

8 Zum Sortieren von k Zahlen benétigt man einen Aufwand O(k?) im worst case. Hier ist k = n2 zu setzen.
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(a) Depot in Zentrallage

(b) Depot in Randlage (unten links)

Abbildung 13.10: Vom Savingsverfahren erzeugte Tourenplane (Quelle: Ziegler 1988, S. 76/77)

Das Savings-Verfahren eignet sich im Gegensatz zum Sweep-Algorithmus insbesondere bei einer relativ grofien
Anzahl Touren und einer relativ kleinen Anzahl zu versorgender Kunden pro Tour.

Das oben beschriebene Beispiel 13.1 (siehe Abbildung 13.6 und Tabelle 13.3) soll an dieser Stelle mit Hilfe des

Savings-Verfahren geldst werden.

In einem ersten Schritt wird ein Tourenplan mit 11 Pendeltouren als Anfangslésung gebildet (vgl. Tabelle 13.5).
Anschlieend werden die Savingswerte gebildet (Tabelle 13.6) und absteigend sortiert (Tabelle 13.7).

Pendeltour

Lange

0-1-0
0-2-0
0-3-0
0-4-0
0-5-0
0-6-0
0-7-0
0-8-0
0-9-0
0-10-0
0-11-0

66
122
144
100

72

70

66

56

72

76

54

Summe

898

Tabelle 13.5: Pendeltouren im Beispiel
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Orte Ersparnis Rang | Orte Ersparnis Rang
12 33+61-31 = 63 5a 4,5 50+36-17 = 69 3
1,3 33+72-58 = 47 lla |46 50+35-29 = 56 9
14 33+50-40 = 43 13a | 4,7 50+33-40 = 43 13b
15 33+36-57 = 12 23 4,8 50+28-70 = 8 25
1,6 33+3568 = 0 4,9 50+36-86 = 0
1,7 33+3366 = O 4,10 |50+38-88 = 0
1.8 33+28-61 = O 4,11 | 50+27-77 = 0
1,9 33+36-69 = 0 5,6 36+35-12 = 59 7
1,10 |33+38-64 = 7 26a |57 36+33-23 = 46 12
1,11 |33+27-46 = 14 2la ]5,8 36+28-53 = 11 24
2,3 61+72-27 = 106 1 5,9 36+36-72 = 0
2,4 61+50-50 = 61 6 510 |36+38-74 = 0
25 61+36-67 = 30 17 511 |36+27-63 = 0
2,6 61+35-79 = 17 20 6,7 35+33-11 = 57 8
2,7 61+33-90 = 4 29a 6,8 35+28-41 = 22 19b
2,8 61+28-89 = 0 6,9 35+36-66 = 5 28
2,9 61+36-97 = 0 6,10 |35+38-73 = 0
2,10 |61+38-77 = 22 19a |6,11 |35+2762 = 0
2,11 | 61+27-59 = 29 18 7,8 33+28-30 = 31 16
3.4 72+50-23 = 99 2 7.9 33+36-55 = 14 21b
35 72+36-40 = 68 4 7,10 |33+38-71 = 0
3,6 72+35-52 = 55 10 7,11 |33+27-60 = 0
3,7 72+33-63 = 42 14 8,9 28+36-25 = 39 15
3.8 72+28-93 = 7 26b 8,10 |28+38-66 = O
3,9 72+36-106 = 2 30 8,11 |28+27-55 = 0
3,10 |72+38-104 = 6 27 9,10 |36+38-70 = 4 29b
3,11 | 72+27-86 = 13 22 9,11 |36+27-63 = 0

10,11 [ 38+27-18 = 47 11b

Tabelle 13.6: Savin

gswerte im Beispiel

Nr.  Orte Ersparnis Nr.  Orte Ersparnis
1 2,3 106 17 2,5 30
2 3,4 99 18 2,11 29
3 4,5 69 19a 2,10 22
4 3,5 68 19 6,8 22
5 1,2 63 20 2,6 17
6 2,4 61 2la 1,11 14
7 5,6 59 21b 7,9 14
8 6,7 57 22 3,11 13
9 4,6 56 23 15 12
10 3,6 55 24 5,8 11

1lla 1,3 47 25 4,8 8

11b 10,11 47 26a 1,10 7
12 57 46 26b 3,8 7

13a 1.4 43 27 3,10 6

13b 4,7 43 28 6,9 5
14 3,7 42 29a 2,7 4
15 8,9 39 29b 9,10 4
16 7,8 31 30 3,9 2

Tabelle 13.7 Savingswerte im Beispiel absteigend sortiert
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Durch das Zusammenfugen je zweier Teiltouren baut sich der Tourenplan dann wie folgt auf:

1.

2.

3.

Kopplung der Touren 0-2-0 und 0-3-0 zu 0-2-3-0: Ersparnis = 106 km (Savingswert 1), Lange der neuen
Tour = 61+27+72 = 160 km.

Kopplung der Touren 0-2-3-0 und 0-4-0 zu 0-2-3-4-0: Ersparnis = 99 km (Savingswert 2), L&nge der neuen
Tour = 61+27+23+50 = 161 km.

Kopplung der Touren 0-2-3-4-0 und 0-5-0 zu 0-2-3-4-5-0: Ersparnis = 69 km (Savingswert 3), Lange der
neuen Tour = 61+27+23+17+36 = 164 km. Damit ergibt sich die erste fertige Tour, da die maximale
Tourkapazitat von vier Orten erreicht ist. Die Orte 2,3,4 und 5 werden fiir weitere Verbindungen gesperrt.
Die Savingswerte 5-7 werden daher nicht betrachtet.

Kopplung der Touren 0-6-0 und 0-7-0 zu 0-6-7-0: Ersparnis = 57 km (Savingswert 8), Lange der neuen Tour
= 35+11+33 = 79 km.

Kopplung der Touren 0-10-0 und 0-11-0 zu 0-10-11-0: Ersparnis = 47 km (Savingswert 11b), L&nge der
neuen Tour = 38+18+27 = 83 km. ((Die Savingswerte 9, 10 und 11a werden nicht betrachtet, da die Touren
mit mindestens einem dieser Orte bereits ausgelastet sind.)

Kopplung der Touren 0-8-0 und 0-9-0 zu 0-8-9-0: Ersparnis = 39 km (Savingswert 15), Lange der neuen
Tour = 28+25+36 = 89 km. (Die Savingswerte 12-14 werden nicht betrachtet, da die Touren mit mindestens
einem dieser Orte bereits ausgelastet sind.)

Kopplung der Touren 0-6-7-0 und 0-8-9-0 zu 0-6-7-8-9-0: Ersparnis = 31 km (Savingswert 16), Lange der
neuen Tour = 35+11+30+25+36 = 137 km. Damit ergibt sich die zweite fertige Tour, da die maximale
Tourkapazitat von vier Orten erreicht ist. Die Orte 6,7,8 und 9 werden flr weitere Verbindungen gesperrt.
Die Savingswerte 17-20 werden daher nicht betrachtet.

Kopplung der Touren 0-10-11-0 und 0-1-0 zu 0-10-11-1-0: Ersparnis = 14 km (Savingswert 21a), Lange der
neuen Tour = 38+18+46+33 = 135 km. Damit ergibt sich die dritte fertige Tour, denn die Savingswerte 21b-
30 entfallen wegen Uberschreiten der Tourenkapazitit von maximal vier Orten pro Tour, und Savingswert
26a ist irrelevant, da die Knoten 1 und 10 derselben Tour angehdren. Da keine weiteren positiven
Savingswerte vorhanden sind, ist das Verfahren beendet.

Der Tourenplan nach dem Savings-Verfahren umfasst damit die Touren
[0,2,3,4,5,0] mit einer Lange von 164 km,

[0,6,7,8,9,0] mit einer Lange von 137 km und

[0,10,11,1,0] mit einer Lange von 135 km

und hat eine Gesamtlange von 436 km (vgl. Abbildung 13.11).

Abbildung 13.11: Optimaler Savings-Tourenplan im Beispiel

Im Vergleich zum Sweep-Tourenplan mit einer Gesamtlange von 424 km ist diese Losung etwas schlechter.
Dieses Ergebnis ist jedoch nicht verallgemeinerbar, wie das Beispiel von Ziegler (1988, S. 70 ff.) zeigt. Dort ist
der vom Savings-Verfahren erzeugte Tourenplan dem Sweep-Tourenplan leicht Giberlegen.

13.3.3 Die Zirkelmethode

Die Zirkelmethode ist ein sequentielles Verfahren. Zundchst werden durch Clusterbildung die Kunden den
Touren zugeordnet, und im zweiten Schritt wird mit Verfahren der Lésung des Travelling Salesman Problems
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die Reihenfolge in den einzelnen Touren bestimmt. Die Zirkelmethode wurde von Savelsbergh 1990
vorgeschlagen. Sie kann sowohl in koordinatenorientierten Netzwerken wie auch in knotenorientierten Netzen
(StraBennetzmethode) angewendet werden. In koordinatenorientierten Netzen wird um jeden Kunden der
kleinste Kreis geschlagen, der gerade so viele Kunden enthélt, wie die Ladekapazitat C eines LKWSs darstellt
(vgl. Abbildung 13.12).

- O

Abbildung 13.12: Cluster von Kunden um ein Depot D

Dieser Kreis stellt dann ein Cluster von Kunden dar, die von einem LKW beliefert werden kénnen. Die Kunden
werden nach aufsteigendem Kreisdurchmesser sortiert, und aus dieser sortierten Liste werden die ersten k
Kunden ausgewahlt, deren Cluster alle Kunden abdecken. Das Verfahren verlduft im einzelnen so:

Verfahren 13.3: Zirkelmethode

Initialisiere die Kundenliste mit n Kunden.

Schlage um jeden Kunden der Kundenliste einen Kreis mit dem kleinsten Durchmesser, der so
viele Kunden enthélt, so dass die Ladekapazitat C erreicht wird.

Wahle den Kreis mit dem kleinsten Durchmesser aus.

Nehme die Kunden aus diesem Kreis als neue Tour auf.

Streiche die Kunden aus diesem Kreis aus der Kundenliste.

Wenn die Kundenliste nicht leer ist, gehe zu 2. Ansonsten beende.

N

ook w

Das Verfahren kann auch fiir knotenorientierte StraRennetze (StraBennetzmethode) angewendet werden, indem
statt eines Kreises jedem Kunden diejenigen Kunden zugeordnet werden, die am néchsten zu diesem Kunden
liegen und die die Ladekapazitat C auslasten. Das Verfahren berlicksichtigt primér die Ladekapazitat. Um
Restriktionen der Tourdauer auch aufzunehmen, kann man Abschétzungen fir die Tourdauer pro Cluster
hinzufiigen.

13.3.4 Tour-Verbesserungsverfahren

Da die Lésungen der Tour-Konstruktionsverfahren im allgemeinen nicht optimal sind, wird versucht, diese mit
Tour-Verbesserungsverfahren schrittweise zu verbessern. Die wohl bedeutendsten heuristischen Verfahren, die
auch zumeist die besten Losungen liefern, sind das 2-opt- und das 3-opt-Verfahren, die zur Verbesserung von
Travelling Salesman Touren entwickelt wurden. Durch geeignete Erweiterungen sind diese Verfahren auf
Tourenplanungsprobleme (bertragbar.

13.4 Neuere Ansatze zur L6sung von Tourenplanungsproblemen

In den letzten Jahren wurden zunehmend neben den bekannten klassischen Ldsungsverfahren auch neuere
metaheuristische Ansétze wie Genetische Algorithmen oder Tabu Search Verfahren sowie Ansdtze mit
Kinstlichen Neuronalen Netzen und Fuzzy-Logik zur Lésung von Tourenplanungsproblemen betrachtet. Einige
Veroffentlichungen, die sich mit diesen Ansatzen befassen, sind in Tabelle 13.8 dargestellt.
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Neuere Ansatze zur LOsung von Tourenplanungsproblemen

Verfahren und Problem Autor
Genetische Algorithmen
Tourenprobleme mit Kundenzeitfenstern Potvin und Bengio
Tourenpobleme mit Kapazitatsrestriktionen Wendt
Standardtourenprobleme Kopfer, Pankratz und Erkens
Tourenprobleme mit Lieferzeitschranken Thangiah, Osman, Vinayagamoorthy und Sun
Tourenprobleme mit Kundenzeitfenstern Thangiah
Frachtoptimierungsprobleme Kopfer

Kinstliche Neuronale Netze

Standardtourenprobleme Mundigl
Fuzzy-Logik
Standardtourenprobleme Kagaya, Kikuchi und Donnelly

Tabu Search Heuristiken

Tourenprobleme mit Kundenzeitfenstern Potvin, Kervahut, Garcia und Rousseau
Stochastische Tourenprobleme Gendrau, Lapote und Seguin
Tourenprobleme mit Kundenzeitfenstern Hooker und Natraj

Tourenprobleme mit Kapazitatsrestriktionen Gendrau, Hertz und Laporte
Standardtourenprobleme Osman

Tabelle 13.8: Veroffentlichungen zur Losung von Tourenplanungsproblemen mit neueren Ansétzen

13.5 Rechnergestitzte Tourenplanungssysteme

Zur effizienten Tourenplanung bzw. -optimierung werden auf dem Markt eine Reihe von EDV-Systemen
angeboten. Die wichtigsten derzeit auf dem Markt angebotenen Standardsoftwarepakete sowie ihre Hersteller im
deutschsprachigen Raum sind:

Catrin der alfa plan GmbH,

Intertour der PTV-Planung Transport Verkehr AG,

klickTel der KlickTel GmbH,

Map & Guide der CAS Software AG

Trampas der Dr. Stadtler Transport-Consulting GmbH,
Plantour der Firma Corbitconnect,

Pragma der Salt-AG,

Protour der Firma Prologos und

Shortrec der Logiplan Logistikberatung und Vertriebs-GmbH.

Die Hersteller bieten zusétzlich zu den Standardsoftwarepaketen noch eine Vielzahl von Modulen an, z.B. zur
dynamischen Tourenplanung mit Mobilkommunikation und Fahrzeugortung, zur komfortablen
Datenaufbereitung und -verwaltung fir die Tourenplanung, zum Kostenvergleich Werkverkehr/Spedition mit
Tarifen und freien Konditionen, zur Datenerfassung im Fuhrpark per Bordcomputer etc.

Ein wesentliches Hemmnis bei der Einfiihrung von Tourenplanungssoftware sind die hohen Kosten fur
Softwarelizenzen, Schulung und Wartung. In Tabelle 13.9 sind einige dieser Kosten zusammengestellt. Diesen
Kosten stehen haufig nur unzureichend quantifizierbare Kostensenkungspotentiale gegenuber. Dies gilt
insbesondere flir zu erwartende Einsparungen durch Prozessverbesserungen. Es empfiehlt sich grundsatzlich im
Vorfeld eines Investitionsentscheids, eine sorgfaltige Planungsstudie durchzufiihren. Damit werden
Einsparungspotentiale in der Touren- und Einsatzplanung quantifizierbar. Haufig geniigen auch diese
Einsparungen alleine fir eine befriedigende Amortisationsrechnung.
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System Linzenzkosten Schulung Wartung

Catrin IC-Deutschland, ST-Regional 9.500 Euro 3 Tage Anwenderschulung 1/2 Jahr Wartungsvertrag mit
IC-Europa, ST-National 12.000 Euro Schulungspaket 2.500 Euro telefonischer
ST-International 15.000 Euro Schulung, Beratung und Anwenderberatung inklusive.
Mehrplatzfahigkeit im LAN je 25 % der Programmierung 800 Euro pro Ein kostenpflichtiger
einfachen Nutzerlizenz Arbeitstag Wartungsvertrag wird - wenn
Wartungsvertrag gewinscht - erst nach einem

halben Jahr fallig. Dieser
enthalt die folgenden
Leistungen: Updateservice fir
Software und
StraBennetzdaten (ca. 2
Updates pro Jahr), Beseitigung
von Softwarefehlern,
telefonische
Anwenderberatung. Kosten
pro Jahr: 10 % der gesamten
Lizenzkosten

Intertour Intertour Server ab 13.000 Euro Beratung, Schulung 1.100 Euro Die Wartungskosten betragen
Zusétzliche Clients, Zusatzmodule, Karten, pro Tag zzgl. MwSt. 17 % der Softwarelizenzen
Anpassungen auf Anfrage: jahrlich fur Software,

— Intertour/Auftragsmanagement Datenpflege und Hotline.
— Intertour/Fleet (Fahrzeugkommunikation)
— Intertour/Cargo (Frachtabrechnung)
— Intertour/Analyser
(Kartengestitztes Reporting)

klickTel Einzelplatzversion ab 14,99 Euro Keine Schulungen nétig Direkte Wartungskosten
klickTel NetBasisPlus (klickTel Server- entstehen nicht. Einmal im
Basispaket): 75 Euro Jahr erscheint ein
Erweiterungspaket fur 5 Arbeitsplatze: kostenpflichtiges Update.

60 Euro
Erweiterungspaket fur 250 Arbeitsplatze:
2.100 Euro

Map & Guide Basislizenz Deutschland City 659 Euro Basisschulung Updatevertrag Deutschland

Jede weitere Lizenz 399 Euro (3-5 Teilnehmer, 1 Tag) City 169 Euro
pro Person und Tag Jede weitere Lizenz
300 Euro zzgl. MwsSt. Updatevertrag 99 Euro
Individualschulung
ab 1.020 Euro zzgl. MwSt. pro
Tag (max. 8 Personen)

Trampas Basismodul: 20.000 Euro (1-3 Clients), Basismodul: 2 Tage fir den 10-15% der Lizenzpreise und
1.500 Euro pro weiterer Client Anwender und 1-2 Tage fur den | Modifikationsaufwendungen
Zusatzmodule: Systemadministrator. (abhéngig von den
Frachtmodul: 15.000 Euro Erhéhung des gewinschten Leistungen)
SAP-Schnittstelle: 5.000 Euro Schulungsaufwandes in
Mehrdepotplanung: 2.500 Euro Abhangigkeit von den
Fertigungsplanung: 5.000 Euro eingesetzten Zusatzmodulen
Telematikanbindung: 5.000 Euro Preis pro Schulungstag: 1.040

Euro

Plantour PT Small Bizz ab 8.000 Euro Basis-Training Die Wartungskosten betragen
Plantour Classic ab 25.000 Euro je Trainer / Tag 650 Euro 15 % der Softwarelizenzen
Plantour Professional ab 30.000 Euro Basis-Training jahrlich.

Plantour Server ab 43.000 Euro je Teilnehmer / Tag 150 Euro
Carmanager ab 10.000 Euro Intensive-Inhouse
je Trainer / Tag 800 Euro
Intensive-Inhouse
je Teilnehmer / Tag 150 Euro
Ein Intensiv-Training vor Ort beim
Kunden ist ebenfalls mdglich und
kann je nach ProjektgréR3e bei 2-
8 Manntagen liegen.

Pragma Ab 20.000 Euro Projektabhangig, Monatliche Wartungskosten:
Eine direkte Kopplung zwischen [s]-transport | Kosten ab 900 Euro pro Tag 1 % der Lizenzgebuhr
und der hauseigenen Telematiksystem [s]-
telematics wird angeboten.

Protour Erstlizenz Protour Standard ab 16.000 Euro | Schulung max. 4 Teilnehmer Software: 18 % p.a.
Kopierlizenz 50 % der Erstlizenz 1.100 Euro/ Tag (regelmaRige Updates,
Netzwerk/Firmenlizenz, Leasing, Miete auf Beratung 1.200 Euro / Tag Hotline)

Anfrage zzgl. MwSt. Kartenmaterial: 25 % p.a.
Zusétzliches Kartenmaterial ab 2.500 Euro Programmierung: 900 Euro pro
Tag
Shortrec Basismodul 22.000 Euro ca. 3-5 Tage 15% der Lizenzkosten

Zusatzmodule und Anpassungen auf
Anfrage

1.000 Euro je Personentag

Tabelle 13.9: Kosten der rechnergestiitzten Tourenplanungssysteme
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Die Tatsache, dass viele der Standard-Tourenplanungssysteme den oft sehr speziellen Anforderungen der
Transportwirtschaft nicht gewachsen sind, wie

e die mangelnde Berlcksichtigung kurzfristiger Veradnderungen der Planungsdaten,
der Auftréage oder der Verkehrssituation,

e fehlende  Ubereinstimmung  zwischen  den  Leistungsmerkmalen  der
Tourenplanungssysteme und den individuellen Anforderungen des Transportbetriebs
oder

e die fehlende Integration der Bordcomputer

fiihren zu Anwendungsliicken. Tabelle 13.10 enthalt eine Ubersicht tiber die Anzahl der Installationen von
Standardsoftware zur Tourenplanung in der Bundesrepublik im Jahre 2001.

Anstatt Standardsoftware einzusetzen, greifen die Unternehmen eher auf Individualprogramme zuriick, welche
den Anwendungskontext besser abbilden kdnnen. Auch andere Faktoren sind fiir die Anwendungsliicken von
Standardsoftware verantwortlich. So ist beispielsweise die Akzeptanz der Systeme seitens der Disponenten,
Fuhrparkleiter und Fahrer ein Problem. Die fehlende Nachvollziehbarkeit der automatisch generierten Touren
sowie der notwendige Aufwand flr die Ersterhebung der Kunden-, Auftrags- und Infrastrukturdaten werden
haufig beméngelt oder als zu grol? angesehen (Diruf 1996A, Hooban 1988).

System Installationen in der
BRD im Jahre 2001
Catrin 69
Intertour > 700
klickTel K.A.
Map & Guide k.A.
Trampas 40
Plantour 50
Pragma 80
Protour k.A.
Shortrec 40

Tabelle 13.10: Rechnergestutzte Tourenplanungssysteme
im deutschsprachigen Raum nach Installationen

Besondere Fortschritte wurden in den letzten Jahren in der Verfligbarkeit digitalen Kartenmaterials gemacht. Zu
dieser Entwicklung hat auch die Verbreitung moderner Telematiksysteme im Flottenmanagement und bei der
Navigation beigetragen. Firmen wie Navigation Technologies, Teleatlas oder AND z&hlen zu den einschlagig
bekannten Anbietern digitaler Geographie, die in unterschiedlichen Detaillierungsgraden erhaltlich ist. Die
Nutzung solcher Karten in Routenplanungsprogrammen wie Marco Polo Reiseplaner, Map&Guide oder
reiseplanung.de gehdrt horte heute bereits alltadglich geworden. Nachbesserungsbedarf besteht in der speziellen
Verfeinerung im Hinblick auf den Glterverkehr. Relevante Streckeninformationen wie LKW-Sperrungen,
Brickentraglasten, Durchfahrtshohen etc. werden bei der automatischen Routenwahl noch nicht berlcksichtigt.
Dagegen ist die Einbindung aktueller Verkehrsinformationen bereits Standard. Die Qualitét steht und fallt
allerdings mit dem Angebot des entsprechenden Providers.

Die Vorteile des Einsatzes von rechnergestiitzten Tourenplanungssystemen bestehen neben der Erhéhung der
Wirtschaftlichkeit (Minimierung der Transportkosten bei gegebenen Restriktionen) vor allem

e inder besseren Kosten- und Lieferservice-Transparenz,

in der besseren Uberpriifbarkeit von Subunternehmen bzw. Speditionen,
in kirzeren Dispositionszeiten,

im besseren Informationsfluss innerhalb des Betriebes sowie

in der schnelleren Reaktion auf gednderte Kundenanforderungen.

So lassen sich beispielsweise in den Bereichen
e strategisch/taktische Optimierung von Rahmentouren (z.B. bei der Filialbelieferung)
e Online-Tourenoptimierung im E-Commerce

e Telematikunterstiitzte Tourenplanung und Flottensteuerung
erhebliche Einsparungen realisieren.

Weiterfulhrende Literatur
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14 Tourenplanung mit Kundenzeitfenstern

14.1 Einleitung

Dieses Kapitel vermittelt eine Ubersicht tiber Lésungsansétze zur Ein-Depot-Tourenplanung mit Zeitfenstern.
Far eine realitatsgerechte Abwicklung von Tourenplanungsproblemen ist die Aufnahme von
Zeitfensterrestriktionen unabdingbar, wenn man bedenkt, dass in der heutigen Zeit besondere Anspriiche an die
Logistiksysteme, wie Just-In-Time Lieferung und ein hohes MaR an Kundenorientierung, vorherrschen. Die auch
von Internet-Technologien getriebene, wachsende Bedeutung von Auslieferungen durch Paketdienste verschafft
dem Thema Tourenplanung mit Kundenzeitfenstern ein hohes MaR an Aufmerksamkeit.

Bei der Ein-Depot-Tourenplanung mit Zeitfenstern liegen die Kunden als Knoten in einem Netzwerk vor, die
Uber die Kanten des Netzwerks mit Fahrzeugen erreicht werden kdnnen. Zusétzlich zur rdumlichen Struktur und
den Variablen des Standard-Modells der Tourenplanung (vgl. Kapitel 13) kommt noch die zeitliche Struktur
hinzu. Diese zeitliche Struktur besteht aus:

e der Abfahrtszeit to des Lieferfahrzeuges am Depot;

e der Fahrzeit tj auf den Kanten (i, j), die womdglich noch im Tagesablauf variieren
kann;

e einem Zeitfenster [a;, bi] bei einem Kunden i (ai stellt die friheste und b; die spateste
zulassige Ankunftszeit des Lieferfahrzeuges dar);

e der Ankunftszeit t; des Fahrzeugs beim Kunden i;

e der Servicezeit zj beim Kunden i.

Harte und weiche Zeitfenster werden unterschieden. Bei harten Zeitfenstern wird gefordert, dass der Service
innerhalb des Zeitfensters [a;, bi] stattfinden muss. Dies impliziert, dass die Ankunftszeit t; des Fahrzeugs vor
dem Ende b; des Zeitfensters liegen muss. Das Fahrzeug kann jedoch auch vor dem Beginn a; des Zeitfensters
eintreffen. Dann entsteht eine Wartezeit w; = a; - ti, bevor der Service aufgenommen werden kann. Weiche
Zeitfenster unterscheiden sich von harten Zeitfenstern dadurch, dass der Service beim Kunden i vorzugsweise in
dessen Zeitfenster stattfindet, es aber auch moglich ist, den Service auBerhalb des Zeitfensters vorzunehmen. Ist
dies der Fall, werden der Tour zusétzliche Strafkosten angelastet, die mit zunehmendem Abstand zum
Zeitfenster ansteigen kénnen. Beide Modellierungsmdglichkeiten weisen Vor- und Nachteile auf: Bei weichen
Zeitfenstern sind alle Touren, welche die Kapazitatsrestriktion und die Fahrtzeitrestriktion des Ein-Depot-
Tourenplanungsproblems in der Standardformulierung einhalten (vgl. Kapitel 13), auch bei
Zeitfensterrestriktionen zuldssig. In diesem Fall ist es einfacher, zuléssige Ldsungen zu finden. Dieser Ansatz
eignet sich daher flr das Savings-Verfahren, das jeweils zwei Touren kombiniert, und besonders flr genetische
Algorithmen, die auf eine Vielzahl von zuldssigen Lsungen angewiesen sind. Harte Zeitfenster schlieRen bei
Modifikationen von zul&ssigen Touren eine Vielzahl von Lésungen aus und eignen sich daher besonders fiir
Ansatze der Dynamischen Optimierung, um den Zustandsraum Klein zu halten.

Da sowohl eine radumliche wie auch eine zeitliche Koordination der Kunden in Touren erfolgen muss, gelingt die
rdumliche Koordination um so besser, wenn

e Zeitfenster weit sind
e zahlreiche Kunden mit verschiedenen Zeitfenstern zur Auswahl stehen.

Sind hingegen Zeitfenster eng und stehen nur wenige Kunden zur Auswahl, kann es sein, dass die Struktur der
Zeitfenster kaum eine rdumliche Koordination zuldsst. Dann bestehen im Extremfall die Touren aus reinen

Pendeltouren, wie wir sie bei der Diskussion des Savings-Verfahrens (vgl. Kapitel 13) kennengelernt haben.

Die der Tourenplanung zugrundeliegenden Zielsetzungen werden gewéhlt als

e Minimierung der gesamten Fahrstrecke,
e Minimierung der gesamten Fahrzeit,
e Minimierung der Anzahl der benétigten Fahrzeuge oder
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e Minimierung der gesamten betriebswirtschaftlichen Kosten.

In der Literatur wird bei Problemen mit harten Zeitfenstern die Summe der Fahrzeiten und die durch harte
Zeitfenster verursachten Wartezeiten als Tourzeit bezeichnet. Ziel derartiger Ansétze ist die Minimierung der
Tourzeit.

Das Ein-Depot-Tourenplanungsproblem wird durch verschiedene Anwendungszusammenhénge modifiziert:
Rufbussysteme, Schulbussysteme, Pickup & Delivery-Probleme, bei denen von jedem Kunden zu jedem anderen
Kunden ein Transportauftrag vorliegen kann, Anforderungen von Kunden an sofortige Servicedienstleistungen
und die vorsorgliche Belieferung in der Gas- und Heizdéldistribution (stochastische Bedarfsabschatzung). Dieses
und Erweiterungen auf Mehr-Depot-Tourenplanungsprobleme werden hier nicht beriicksichtigt.

In der Literatur wird das Problem der Datenerhebung fiir die Tourenplanung zumeist vernachl&ssigt. In
Deutschland stehen bisher noch keine preiswerten digitalisierten Karten fiir Stadtgebiete und landliche Bezirke
zur Verfiigung, die eine Schnittstelle fiir den Export von Daten aufweisen. Gegeniiber den USA besteht hier ein
grofRer Nachholbedarf. Wie Bodin bereits 1990 gezeigt hatte, stellten die US-Bundesregierung und die US-Post
Ende der 80er Jahre preiswerte Datensatze fir geografische Informationssysteme (GIS) zur Verfugung, auf die
die OR-Planer mit ihren Algorithmen aufsetzen konnte.

Die Problemstellung der Ein-Depot-Tourenplanung mit Zeitfenstern soll anhand des folgenden Beispiels

erlautert werden.

Beispiel 14.1
A y-Koordinate
@ 12:30-15:00
®
15:30-17:30 @
@ 12:00-13:30
7:00-19:00
© 12:00-12:30
®
16:00-17:00
10:30-11:30
[]
@ Depot @
9:00-12:00
14:00-16:00

>
x-Koordinate

Abbildung 14.1: Verteilung der Kunden im Raum-Zeit-Diagramm von Beispiel 14.1

Die Abbildung 14.1 zeigt die Verteilung von 9 Kunden und einem Depot im Koordinatensystem mit
euklidischen Entfernungsdaten und mit zugeordneten Zeitfenstern auf. Man erkennt, dass Kunden, die nahe
beieinander liegen, also bei Tourenplanungsverfahren in einer Tour kombiniert werden kdnnten, aufgrund der

verschiedenen Zeitfenster nicht in einer Tour ohne hohe Wartezeiten bedient werden kdnnen, so z.B. die Kunden
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8 und 9. Hingegen sind Kunden 1 und 6 sowohl zeitlich wie auch rdumlich nahe zusammen. Das Zeitfenster von

Kunde 2 ist so grof3, dass es keine wirksame Restriktion darstellt.

Knoten Nr. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 D
1 0 32 23 38 23 5 32 18 18 28
2 32 0 9 25 19 35 50 43 47 31
3 23 9 0 27 16 26 45 36 39 28
4 38 25 27 0 15 37 36 37 43 16
5 23 19 16 15 0 23 31 27 32 12
6 5 35 26 37 23 0 27 13 14 25
7 32 50 45 36 31 27 0 15 19 21
8 18 42 41 70 55 36 60 46 42 60
9 18 47 39 43 32 14 19 6 0 28
D 28 31 28 16 12 25 21 22 28 0

Tabelle 14.1: Fahrtzeiten in Minuten von Beispiel 14.1

In der Tabelle 14.1 sind die Fahrtzeiten proportional zu den Entfernungsdaten von Beispiel 14.1. Sollen keine
direkten Fahrten zwischen bestimmten Knoten mdéglich sein, so sind die Eintrége in der Tabelle mit hohen
Strafwerten zu versehen. Wenn man in dem Beispiel von Abbildung 14.1 die Fahrtzeiten in Minuten vom
Knoten i zum Knoten j der Tabelle 14.1 unterstellt und ferner harte Zeitfenster, eine maximale Wartezeit von 30
Minuten, eine Servicezeit von 15 Minuten und einen Beginn der Tour um 8:00 Uhr am Depot annimmt, so zeigt
sich, dass lediglich Kunde 2 vom Depot aus erreichbar ist. Die Tabelle 14.2 stellt die Erreichbarkeit von Kunden
vom Depot aus zusammen. Hieran ist die selektive Wirkung von Zeitfenstern und von beschréankten Wartezeiten
erkennbar.

Kunde Nr. Fahgzegltt)tvom An:il&r:]fé:ﬁ'm Zeitfenster von | Zeitfenster bis | Erreichbar Abﬁm&gﬁlm
1 0:28 8:28 12:30 15:00 nein
2 0:31 8:31 7:00 19:00 ja 8:46
3 0:28 8:28 15:30 17:30 nein
4 0:16 8:16 14:00 10:00 nein
5 0:12 8:12 10:30 11:30 nein
6 0:25 8:25 12:00 13:30 nein
7 0:21 8:21 9:00 12:00 nein
8 1:00 9:00 16:00 17:00 nein
9 0:28 8:28 12:00 12:30 nein

Tabelle 14.2: Erreichbarkeit von Kunden vom Depot bei einer Startzeit von 8:00 Uhr

Nach den Annahmen ist der Service beim Kunden 2 um 8:46 Uhr beendet, und aufgrund der Zeitfensterstruktur
kann von dieser Startzeit aus nur der Kunden 7 nach 50 Minuten Fahrt erreicht werden, wo der Fahrer um 9:36
Uhr eintrifft. Der Service ist dann um 9:51 Uhr beendet, und nur Kunde 5 ist erreichbar nach 31 Minuten
Fahrtzeit, wo der Fahrer um 10:22 Uhr eintrifft und eine Wartezeit von 8 Minuten in Kauf nehmen muss. Nach
Beendigung des Service beim Kunden 5 kehrt der Fahrer ins Depot zurtick, da keine weiteren Kunden ohne
Uberschreitung der Wartezeit erreichbar sind. Die Zeit bis zum Start einer neuen Tour verbringen der Fahrer und
das Fahrzeug im Depot.

An diesem Beispiel ist ein gegenlaufiges Verhalten der Ziele
e niedrige Summe der Wartezeiten und
e niedrige Summe der Fahrtzeiten

erkennbar. Denn anstatt zum Depot zurlickzukehren, kénnte das Fahrzeug auch einen anderen, noch nicht
besuchten Kunden ansteuern und dort warten. Damit stiege zwar die Summe der Wartezeiten, aber die Summe
der Fahrtzeit wirde kleiner, als wenn ein Umweg Uber das Depot genommen wirde. Andererseits ermdglicht die
Ruckkehr zum Depot den Einsatz des Fahrzeugs firr eine neue Tour. Insgesamt ist eine Trennung von
Vormittagstouren und Nachmittagstouren gunstig, wenn z.B. bei Paketdiensten morgens die Zustellung von
Paketen in der Premiumklasse erfolgt, wie die Lieferung bis 10 Uhr oder bis 12 Uhr, und nachmittags die
Zustellung von Paketen in der Standardklasse.

Im folgenden werden Standard-Verfahren in der Tourenplanung um Zeitfensterrestriktionen erweitert. Zunéchst
wird ein Verfahren zur Ermittlung von kiirzesten Wegen behandelt und anschlieRend die aus Kapitel 13
bekannten Heuristiken zur Tourenplanung. Dann wird ein heuristisches Verfahren zur Tourenplanung
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vorgestellt, das mit Methoden der Dynamischen Optimierung zuldssige Touren bei harten Zeitfenstern ermittelt.
SchlieRlich wird eine Literaturiibersicht zu anderen Ansatzen gegeben.

14.2 Kirzeste Wege mit Zeitfensterrestriktionen

Kirzeste Wege Verfahren spielen eine Rolle als Subroutinen bei Tourenplanungsverfahren mit harten
Zeitfensterrestriktionen, z.B. beim unten vorgestellten Verfahren 14.2. Sofern das Netzwerk nicht vollstandig ist
und die Entfernungsdaten die Dreiecksungleichung nicht erflllen, ist der kiirzeste Weg nicht auf der direkten
Verbindung zu suchen, sondern muss mit einem Verfahren ermittelt werden. An dieser Stelle sollen Wege vom
Startknoten s zu allen tbrigen Knoten berechnet werden. Hierzu wollen wir das Label Correcting Verfahren (vgl.
Kapitel 7) zur Bestimmung kirzester Wege erweitern, um kiirzeste Wege unter Beachtung von harten
Zeitfensterrestriktionen zu bestimmen. Die Erweiterung beachtet, dass Entfernungsmarken nur dann verkleinert
werden konnen, wenn der ,,Umweg iiber einen Knoten i zum Knoten k auch in das Zeitfenster von Knoten k
passt. Hierzu missen neben den Entfernungsmarken d(k) auch die Zeitmarken t(k), die den Zeitpunkt des
Servicebeginns am Knoten k ausdrticken, fortgeschrieben werden. Wéhrend das Fortschreiben der
Entfernungsmarken unproblematisch ist, da

diese monoton abnehmen und eine Abnahme sich im Baum der kurzesten Wege bis zu dessen Bléattern fortsetzt,
ist dies fur den Zeitpunkt des Servicebeginns nicht der Fall. Aus diesem Grunde sind die Entfernungsmarken
aller Knoten wieder auf oo zu setzten und aus der Schlange zu entfernen, wenn diese auf einem Weg von einem
Blatt zum Knoten k liegen und auf diesem Weg vor einem Knoten u liegen, dessen Zeitfensterrestriktion durch
das Fortschreiben des Knotens k verletzt wird. Da diese Bedingungen nicht mehr durch einfache Marken
uberpruft werden kdnnen, wird auf die Knoten eine zusétzliche Boole’sche Marke b gelegt, die angibt, ob ein
Knoten im sich entwickelnden Baum der kiirzesten Wege ein Blatt ist (b=true) oder nicht (b=false).

o
©

e

Abbildung 14.2: Baum der kiirzesten Wege

Die Verwaltung von Entfernungsdaten (oder Kostendaten) auf den Kanten erfolgt getrennt von den
Fahrtzeitdaten und den Servicedaten. Die kiirzesten Wege sind dann Wege mit der geringsten Summe an
Entfernungen unter Beachtung von Zeitfensterrestriktionen. Die getrennte Verwaltung beider Datenarten
erfordert zwei verschiedene Marken auf den Knoten: Die Entfernungsmarken d(k) und die Marken t(k), die den
Zeitpunkt des Servicebeginns am Knoten k ausdriicken.

Die Ergebnisse der Verfahren hdngen von der Startzeit am Startknoten ab. Wird z. B. in Abbildung 14.1 der
kirzeste Weg vom Depot zu den Kunden bestimmt mit einer Startzeit von 13:00 Uhr, so sind die Kunden 5, 7, 9
nicht erreichbar und erhalten die Entfernungsmarken d(j) = .
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Verfahren 14.1: Label-Correcting-Algorithmus mit Zeitfensterrestriktionen

1. Initialisierung
Lege die Startzeit tstart am Knoten s fest.
d(s) := 0; t(s) :=tstart , P(S) :=0; b(s)=true, Q :={s}; organisiere Q als Schlange;
d(j) := o, t(j) := o, b(j) = false fur j=0, 1...n, j #s;
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2. Verarbeitung
While Q = leer Do
Begin

Wahle den Schlangenkopfi € Q und setze Q:= Q\ {i};

Fur alle Nachfolger k e N(i) prife, ob beide Bedingungen erfillt sind:
(1) d(k) > d(i) + dix;
(2) t(i) + zi+ tik < bk

Setze in diesem Falle b(k) = true, wenn d(k) = oo, d(k):=d(i) + dik ; p(k):=i;

t(k) = max (ax, t(i) + zi + ti), b(i)=false .

Fir jeden Knoten u mit b(u) = true Do

Begin
If k auf dem Weg von u nach s liegt Then
Begin
Schreibe fiir alle Knoten w auf dem Weg von k nach u die Zeitmarke t(w) und
die Entfernungsmarke d(u) fort.
Wenn fur einen Knoten w die Zeitfensterrestriktion verletzt wird, dann sei wi der
erste Knoten auf dem Weg von k nach u, flr den die Zeitfensterrestriktion
verletzt wird.
Setze fir alle Knoten z auf dem Weg von w1 nach u alle Marken d(z) = o, t(z) =
o, b(z) = false, und entferne z aus der Schlange, sofern z in der Schlange ist.
Nehme alle Knoten w, mit Ausnahme von wi, in die Schlange auf, die dem Weg
von k nach w1l liegen.
Sei w2 der letzte Knoten vor wi auf diesem Weg. Setzte b(wz) = true.
EndIf
EndDo
EndWhile;

3. Terminierung
Q ist leer.

Interpretation:

Bedingung (2) in der While-Schleife drlckt aus, dass die Marke d(k) nur dann fortgeschrieben wird, wenn der
friihest mogliche Zeitpunkt der Aufnahme des Service am Knoten Kk, t(i) + zi + tik, vor dem Ende by des
Zeitfensters von Knoten k erfolgt. Der Zeitpunkt der Aufnahme des Service am Knoten k, t(k), wird auf den
Beginn ax des Zeitfensters gesetzt, falls t(i) + zi + tik < ax ist. In der Do-Schleife werden alle Knoten z auf den
Wegen von einem Blatt u zum Knoten k mit Marken d(z) = «, t(z) = co versehen, welche die
Zeitfensterrestriktion nicht einhalten. Das Verfahren gehandelt den kiirzesten Weg mit VVorrang gegentiber der
Einhaltung der Zeitfensterrestriktion und der zeitlichen Erreichbarkeit eines Knotens. So kann es vorkommen,
dass eine Entfernungsmarke eines Knotens k nur um 1% verkurzt wird, dafir aber alle Nachfolger von k auf
Wegen zu einem Blatt nicht mehr zeitlich erreichbar werden. Man kann das Verfahren dahin gehend abéndern,
dass ein Trade Off eingestellt werden kann zwischen der Verkiirzung einer Entfernungsmarke und der zeitlichen
Erreichbarkeit der Nachfolger.

14.3 Die Erweiterung von klassischen Tourenplanungsheuristiken um
Zeitfensterrestriktionen

An dieser Stelle sollen die klassischen Heuristiken zur Tourenplanung um Zeitfensterrestriktionen erweitert
werden. Diese Ansatze wurde erstmals von Solomon (1987) publiziert. Hier soll darauf eingegangen werden, da
sich viele spatere Autoren auf diese Verfahren beziehen und die Datensétze als Benchmarkreferenz verwenden.
Die Heuristiken werden anhand von Problemen mit jeweils 100 Knoten in der euklidischen Ebene getestet. Die
jeweiligen Datensétze sind nach folgenden Eigenschaften gegliedert:

e C =reine cluster Probleme,
e R =zufallig erzeugte Probleme und
e RC = Probleme mit einem Mix von zufallig verteilten und geclusterten Knoten.
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Set 1 beinhaltet kurze Touren mit niedriger Schranke auf die Fahrzeit und Set 2 lange Touren mit hoher
Schranke auf die Fahrzeit. Die Dichte der Kundenzeitfenster betragt jeweils 25, 50, 75 bzw. 100%. Solomon
stellt seine Datensatze im Internet zur Verfiigung.®

e Savings-Verfahren: Solomon benutzt hier den Ansatz mit harten Zeitfenstern. Die
Verbindung von zwei Subtouren im Savings-Algorithmus zu einer erweiterten Tour
geht zundchst mit den rdumlichen Distanzmafen des klassischen Savings vor sich. Die
Zuléssigkeit einer Tourkombination wird jedoch daraufhin Gberprift, ob die Kunden
der angefiigten Tour vor dem Ende ihres Zeitfensters bedient werden kénnen. Ist dies
nicht der Fall, so wird keine Kombination vorgenommen. Andererseits entsteht dann
das Problem, dass Kunden auch vor Beginn des Zeitfensters angefahren werden. Um
nicht zwei rdumlich nah beieinanderliegende Kunden zu verbinden, die zeitlich weit
auseinander liegen, wird die entstehende Wartezeit beschrénkt.

e Nearest-Neighbor Algorithmus zur Bestimmung einer Travelling Salesman Tour:
Der Nearest-Neighbor Algorithmus wird dahingehend modifiziert, dass das
Distanzmal nicht mehr ein rdumliches Mal ist, sondern aus einer gewichteten Summe
der rdumlichen Distanz, der zeitlichen Distanz zum Depot und der Dringlichkeit
besteht. Dringlich ist die Bedienung eines Kunden dann, wenn die Differenz zwischen
dem Eintreffen des Zeitpunkts ti und dem Ende des Zeitfensters b klein wird.

e Einflgeheuristik: Hier werden Touren sequentiell aufgebaut. Solomon verwendet
zwei Mafe C1 und C2 fiir die Wahl der Einfligestelle in einer Tour und fir die Wahl
eines Kunden, der als nachstes eingefiigt wird. C1 besteht aus der gewichteten Summe
vom rdumlichen Savingswert und der Verspatung, C2 aus der Differenz von
Entfernung des Kunden zum Depot und C1. Solomon verwendet zwei verschiedene
Einfligeheuristiken: Die erste Heuristik maximiert den Vorteil, der durch Einfligen
eines Kunden gegeniiber einer isolierten Bedienung entsteht. Die zweite Heuristik fligt
die Kunden ein, die ein Mal} aus Tourl&dnge und Fahrzeit minimieren.

e Sweep-Algorithmus: Die Kunden werden in einem Sektor gesammelt, dessen Winkel
von der GroRe der Ladungskapazitat des Fahrzeugs abhangt. Zunédchst werden
Zeitrestriktionen nicht berlcksichtigt. Kunden, die aufgrund der Zeitrestriktionen in
einem Sektor nicht zugeordnet werden kdnnen, werden zurtickgestellt und in einem
neuen Planungslauf erneut mit dem Sweep-Verfahren einer Tour zugeordnet.

14.4 Ein Verfahren der Dynamischen Optimierung fur Travelling Salesman
Probleme mit harten Zeitfenstern

Kostenminimale Travelling Salesman Touren unter Beachtung von harten Zeitfenstern werden vom Verfahren
14.2 gewonnen und dann in Verfahren 14.3 zur Gewinnung einer Losung des Tourenplanungsproblems in
Abschnitt 14.5 eingesetzt. Das Verfahren 14.2 baut schrittweise kostenminimale offene Travelling Salesman
Touren durch Teilmengen der Kundenmenge unter Beachtung von harten Zeitfenstern auf. Der Aufbau der
Travelling Salesman Touren bricht ab, wenn eine (oder mehrere) Travelling Salesman Touren die Schranke von
Fahrtzeit oder Ladungskapazitat erreicht haben.

Kostenminimale, offene Travelling Salesman Touren werden mit dem Ansatz der Dynamischen Optimierung
konstruiert, der von Dumas, Desrosiers, Gelinas und Solomon 1987 publiziert wurde und mit dem der Verfasser
gute Erfahrungen gemacht hat. Der Dynamische Programmierungsansatz wird mit folgender
Rekursionsgleichung definiert:

°® Die e-mail Adresse von M.M. Solomon lautet: Solomon@neu.edu.
Die Internet-Adresse lautet: web.cba.neu.edu/~mgt/faculty/marius.htm
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(1) F(S. k)= min {F(S - {k}. i, 1)+ ci [t> ¢ + 2+ ti, i <t < bi, Wik < Winax }
i,k)e
flir Teilmengen S = N’ mit 0€S, k e Sund ax <t < by.

Dabei gilt:

F(S, k, t) = Kosten der kostenminimalen, offenen Travelling Salesman Tour unter allen Touren, die am Depot 0
starten, die Menge S durchlaufen und am Knoten k enden und zum Zeitpunkt t den Service anbieten.

V = (N, E) betrachtetes Netzwerk

N ={0,1, ..., n} Menge der Kunden, wobei mit 0 das Depot représentiert wird.

N’ = Teilmenge der nicht versorgten Kunden mit 0eN’. Der Fall N’ = N ist eingeschlossen.

E = Menge der Kanten

S = Menge der bereits besuchten Kunden

i,keN

cik = Kostenkoeffizient der Kante (i, k)

to = Startzeit am Depot

ao = friiheste Startzeit am Depot

bo = spateste Startzeit am Depot

t = eine Zeitvariable

wix = Wartezeit beim Kunden k, wenn direkt zuvor der Kunde i besucht wurde. Die Wartezeit ist definiert als w
=max(0, ax— (ai + z; + tik ))

Wmax = maximal zuléssige Wartezeit

Alle ZeitgroRen sind ganzzahlig und als ein diskretes Zeitraster in Minuten, funf Minuten, 15 Minuten oder

Stunden zu verstehen.

Initialisiert werden die Rekursionen am Depot 0 zur Abfahrtszeit tO mit
(2) F({0,k},k,t) = cox , wenn (0,k) € E, tottox < bk
und die Variable t max (to+tox , ax) <t < by erftllt, und
F({0,k},k,t) = oo sonst.

Ziel der Rekursionsgleichung ist die Bestimmung von offenen Travelling Salesman Touren, die in Knoten 0 zur
Abfahrtszeit to starten und jeden Knoten im Netzwerk genau einmal unter Beachtung der Zeitfenster besuchen.
F(S, k, t) sind die minimalen Kosten Uber alle Wege, die in Knoten 0 starten, durch jeden Knoten der Menge S
genau einmal verlaufen, am Knoten k enden und bei denen zur Zeit t oder spéater der Service ausgefiihrt werden
kann. Die Funktion F(S, k, t) kann durch obige Rekursion (1) berechnet werden.

Die Rekursionsgleichung besagt inhaltlich, dass die Kosten, die Menge S von Knoten zu durchlaufen und in
Knoten k zur Zeit t bereitzustehen, gleich dem Minimum uber alle Kosten F(S - {k}, i, t’) sind, die Menge S -
{k} zu durchlaufen und im Knoten i zur Zeit t” bereitzustehen plus der Kosten der Verbindung cix, wobei nur die
Knoten i in betracht kommen, die aufgrund der Zeitfensterstruktur und der Wartezeit ein zulassiger Vorgénger
von Kk sein kdnnen. Wir erkennen hier das Prinzip der klrzeste Wege Verfahren von Kapitel 7, modifiziert um
die Zeitfensterstruktur. Das Verfahren 14.2 ist eine Vorwartsrekursion mit den Schritten s = 1,2,...n-1, in denen
Wege mit s Kanten erzeugt werden. Allerdings sollen hier im allgemeinen keine offenen Travelling Salesman
Touren durch die gesamte Knotenmenge N’ erzeugt werden, sondern das Verfahren wird abgebrochen, sobald
eine Zeit- oder Mengenrestriktion fur eine der Touren greift. Damit ist dann eine Tour gewonnen, die vom Depot
startet und zu minimalen Kosten und unter Beachtung der Zeitfenster die Kunden der Menge S besucht.

Im Kontext der Dynamischen Optimierung werden mit den Tripeln (S,i,t), ai <t < bi Zustadnde mit Kosten
F(S,i,t) in einem Zustandsraum beschrieben: S ist eine ungeordnete Menge von besuchten Knoten, i ist der
zuletzt besuchte Knoten, i€S, und t ist der Zeitpunkt, zu dem der Service am Knoten i aufgenommen werden
kann. Mit Hilfe von logischen AusschlieBungstests kdnnen bestimmte Zustande identifiziert werden, von denen
aus keine Fortsetzung der Wege vom Knoten 0 mehr mdglich ist. Diese Zustande werden fir die Verldngerung
der Wege vom Depot 0 aus fiir die weitere Betrachtung gesperrt. Damit ist eine Reduktion der zu betrachtenden
Zustande und damit eine Vereinfachung maglich. Hierzu sollen drei Tests vorgestellt werden.

AusschlieBungstests:
Um die Tests zu formulieren, sollen folgende Grofen bestimmt werden:

1.Die friheste Ankunftszeit FAZ(i,k) am Knoten k, wenn man vom Knoten i zur Zeit
2.ai + zi abfahrt. FAZ(i,k) kann bestimmt werden, indem man das Kirzeste Wege Problem mit der
Startzeit ai + zi unter Beachtung der Zeitfensterrestriktionen 16st.
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3.Die spateste Abfahrtszeit SAZ(i,k) am Knoten i, so dass die Ankunftszeit tk zulassig bleibt. SAZ(i,k)
kann ebenfalls mit dem Kurzeste Wege Problem mit der Startzeit bk unter Beachtung der
Zeitfensterrestriktionen bestimmt werden, indem man von Knoten k riickwérts zu i geht.

4.Mit VOR(k) sei die Menge der Knoten bezeichnet, die in einer offenen Travelling Salesman Tour
notwendig vor k besucht werden missen, d.h. VOR(K) = {i eN’| FAZ(i,k) > bk}.

5.Wir sagen, dass der Zustand (S,i,t) eine zuldssige Erweiterung zum Knoten k ¢ S besitzt, d.h. (Su{k},
k, max(ak, t + zi + tik)) erzeugt werden kann, wenn t + zi + tik < bk ist und fur die Wartezeit wik <
Wmax gilt.

Die folgenden Tests reduzieren den Zustandsraum:

(1) Dominanztest

Im allgemeinen sind mehrere Wege von 0 nach i in S moglich. Wir schlieRen den Zustand (S,i,t?) aus und
sperren ihn fir die weitere Betrachtung, wenn ein Zustand (S,i,t%) gefunden wird mit t2 < t° und F(S,i,t?) <
F(S,i,t°).

Nach diesem Dominanztest ist die Funktion F(S,j,t) eine stufenweise abnehmende Funktion tber dem Intervall
[aj, bj] fur zuléssige t, und die Zusténde (S,i,t) mit a; < t < b; kénnen nach aufsteigender Zeit und sinkenden
Kosten F(S,i,t) geordnet werden. Sei FIRST(S,i) die Zeit t mit dem kleinsten Wert der Zustande (S,i,t) furai<t<

bi.
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(2) Globaler Nachfolgertest
Gegeben seien fur festes S und i die Zusténde (S, i, t) fir a; <t < b; . Wenn der niedrigste Zeit-Wert, bei i den
Service zu beginnen, grofer ist als die spateste Abfahrtszeit zu einem Knoten k, d.h.
FIRST(S,i) > SAZ(i, k) fur alle k ¢ S,
dann besitzen die Zusténde (S,i,t) fur a; < t < b; keine zuldssige Erweiterung, und man kann sie sperren.

Wenn mit einem Nachfolgertest die Zustande (S,i,t) fiir ai <t < b; gesperrt worden sind, kann der Test auf die
gleiche Menge S mit einem anderen Endknoten i’ angewendet werden.

(3) Lokaler Nachfolgertest

Dieser Test priift, ob die Menge S in VOR(K) enthalten ist und bestimmt damit, ob eine zuldssige Erweiterung
zum Knoten k ¢ S moglich ist.

Gegeben seien fir festes S und i die Zustande (S, i, t) firai<t<b;, k ¢ Smit (i,k) € E. Wenn VOR(K) < S,
dann ist keine zulassige Erweiterung zum Knoten k méglich.

Dieser Test besagt, dass alle Vorgénger von k besucht werden mussen, bevor Knoten k besucht wird.

Im folgenden wird das Verfahren 14.2 vorgestellt, mit dem in einer gegebenen Menge N’ von noch nicht
versorgten Kunden eine kostenminimale, offene Travelling Salesman Tour aufgefunden werden kann. Die Starts
am Depot erfolgen im 5-Minuten-Rhythmus. Fr alle diese Startzeiten werden offene Travelling Salesman
Touren aufgesucht.

Verfahren 14.2: Optimale Travelling Salesman Touren mit harten Zeitfenstern

1. Initialisierung:
Sei N’ eine Teilmenge der Kunden. Fir t' = ao bis t’' = bo in Schritten von 5 Minuten initialisiere die
Wege vom Depot zu den Kunden k € N’, k = 0, mit Gleichungen (2) mit to=t und t = max (to+tok ,
ax), falls die Wartezeiten wok < Wmax erfilllt sind. Wir nehmen an, dass mindestens fiir eine Startzeit
t' ein Weg gefunden werden kann. Setzte s = 1. Gebe den mit (2) aufgefundenen Zustanden (S,k,t)
die Vorgangermarke p(k)=0 und speichere die Wege vom Depot mit der Startzeit t’ und mit der
Kantenzahl 1 in der Liste(t’,s).
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2. Verarbeitung:

Prife Abbruch.

If kein Abbruch Then Do

2.1. Fur alle Listen Liste(t’,s) mit L(',s) = &, ao< t' < bo tue: Firr die Zustande (S,k,t) aus der
Liste(t’,s) fuhre den Dominanztest aus und streiche die Zusténde, die héhere Kosten haben,
aus der Liste(t',s).

2.2. Fur alle Listen Liste(t’,s) mit L(',s) = &, ao< t' < bo tue: Firr die Zustande (S,k,t) aus der
Liste(t’,s) fuhre den globalen Nachfolgertest aus. Gebe den Zustanden (S,k,t), die den
globalen Nachfolgertest nicht bestehen, die Marke ,kein Nachfolger®, andernfalls die Marke
.Nachfolger*.

2.3. Fdr alle Listen Liste(t',s) mit L(t',s) # &, ao< t' < bo tue:
Fir alle Zustande (S,i,t) in Liste(t',s) mit Marke ,Nachfolger® und mit ai <t < b tue:
Wenn Knoten k ¢ S den lokalen Nachfolgertest besteht, dann berechne mit der Rekursion
(1) die Erweiterung von (S,i,t) zum Knoten k, wenn fur die Wartezeit wik < Wmax gilt.
Speichere den aufgefundenen Zustand (Su{k} , k, max(ax, t + zi + ti)) in Liste(t’,s+1) und
gebe dem Zustand eine aus der Rekursion bekannte Vorgangermarke p(k).

2.4. s:=s+1, Goto 2.

3. Abbruch:

Der Abbruch erfolgt, wenn eine der drei folgenden Bedingungen erfilllt ist:

a) Alle Kunden in N’ kdnnen durch einen optimalen Weg vom Depot aus erreicht werden. Als
ermittelte offene Travelling Salesman Tour wird die Tour mit dem Endknoten k und Startzeit to
ausgegeben, die unter allen anderen Touren in N’ mit Endknoten r die minimale Summe von
Kosten F(N’,r,t) plus Rickkehrkosten cro aufweist.

b) Die Laderaum- oder Fahrtzeitrestriktion der Tourenplanung greift fur eine der optimalen Touren
in einer der Listen Liste(t',s), ao< t’ < bo. Als ermittelte offene Travelling Salesman Tour wird
diese Tour ausgegeben.

¢) Alle Zustande in den Listen Liste(t’,s) besitzen die Marken ,kein Nachfolger, ao<t’ < bo. Dann
kénnen nicht alle Kunden erreicht werden. Als ermittelte offene Travelling Salesman Tour wird
die Tour mit dem Endknoten k und Startzeit to ausgegeben, die unter allen Touren mit
Endknoten rin den Listen Liste(t’,s), ao < t’ < bo, die minimale Summe von Kosten F(S,r,t) plus
Ruckkehrkosten cro aufweist.

Interpretation:

Die Dynamische Optimierung von Verfahren 14.2 ist zwar theoretisch iberzeugend, indem es einem einfachen
Prinzip folgt, bendtigt aber zur Darstellung aller alternativer Wege durch die Menge S viel Speicherplatz im
Hauptspeicher. Wahrend dieser Hauptspeicherbedarf friher sehr kritisch gesehen wurde, bewegt sich heute die
Verfligbarkeit von Hauptspeicherkapazitat in der GréRenordnung von 1 Gbyte und wird daher weniger als
Restriktion angesehen. Zudem schrénken die Zeitfensterstruktur und die maximale Wartezeit die Zahl der
zuléssigen Wege in S deutlich ein. Aus diesem Grunde ist das Verfahren 14.2 fiir Zahlen von einigen 100
Kunden geeignet. Die Autoren Dumas, Desrosiers, Gelinas und Solomon (1987) berichten von erfolgreichen
Testrechnungen bis 800 Kunden. Da im Verfahren 14.3 mehrere offene Travelling Salesman Touren zur
Tourenbildung gesucht werden, kann das Abbruchkriterium 3a) von Verfahren 14.2 dahingehend erweitert
werden, dass erst dann abgebrochen wird, wenn alle Touren die Restriktionen von Ladekapazitéat und
Fahrtzeitschranke Uberschreiten.

Zur Implementation von Verfahren 14.1 seien folgende Hinweise gegeben: Die Zustande (S,i,t), i €S, i# 0,
werden zu einem Baumknoten zusammengefasst und in einer Baumstruktur mit Wurzel 0 verwaltet. Jeder
Baumknoten verwaltet mit einem Feld [1,2....,n] von Pointern die Nachfolgeknoten k, zu denen die Zustande
(S,i,t), erweitert werden kdnnen, oder zeigt an, dass keine Erweiterung méglich ist. Zusétzlich erhalten die
Baumknoten ein Datenarray, das im Feld [t’, i] fiir die Startzeit t’ und den Endknoten i die Informationen tber
Kosten, Ankunftszeiten und Wege enthélt.

Das Verfahren 14.2 kann zu einer sequentiellen Heuristik zur Tourenplanung erweitert werden, wie im
folgenden Abschnitt dargestellt wird.
14.5 Ein Verfahren zur Ein-Depot-Tourenplanung mit harten Zeitfenstern

Das hier vorgestellte Verfahren 14.3 stellt eine sequentielle Heuristik dar, bei der Touren konstruiert werden,
indem mit Hilfe von Verfahren 14.2 kostenminimale Travelling Salesman Touren unter Beachtung von harten
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Zeitfensterrestriktionen aufgesucht werden. Ist eine Tour aufgefunden, so erhalten die Kunden den Status
versorgt, und das Verfahren wird mit den restlichen, unversorgten Kunden erneut gestartet, bis alle Kunden
versorgt sind. Mit einer Nachoptimierung kdnnen die Kunden von ungiinstigen Touren, die sich am Schluss des
Verfahrens ergeben kénnen, auf die Gbrigen Touren verteilt werden.

Verfahren 14.3

1. Initialisierung:
Alle Kunden sind nicht versorgt. Bestimme fiir N'=N eine offene Travelling Salesman Tour T mit
Verfahren 14.2. Setze alle Kunden i €T auf den Status versorgt.

2. Verarbeitung:
2.1. Setze N=N-{ieN | iist versorgt}
2.2. Wenn N’ =g, dann Abbruch.
2.3.  Wenn kein Abbruch, dann tue:
Bestimme fir N’ eine offene Travelling Salesman Tour T mit Verfahren 14.2. Setze alle

Kunden i e T auf den Status versorgt. Goto 2.

14.6 Ubersicht Uiber weitere Ansatze

Infolge der komplexen Problemstellung bei der Tourenplanung mit Zeitfenstern sind zahlreiche unterschiedliche
Ansdtze zur Losung entwickelt worden, sowohl heuristische Ansdtze wie auch exakte Verfahren. Wir geben im
folgenden dazu eine Ubersicht. Die Autoren, die Tourenplanungsprobleme mit Zeitfenstern behandeln, werden
in Tabelle 14.3 zusammengestellt. In der Tabelle werden folgende Problemarten unterschieden:

e Travelling Salesman Probleme (TSP) mit Zeitrestriktionen,

e Tourenplanungsprobleme mit Kundenzeitfenstern,

e Tourenplanungsprobleme mit tageszeitabhangigen Fahrzeiten und

[ ]

Pickup & Delivery-Probleme mit Kundenzeitfenstern.

Bei den angewandten Verfahren werden unterschieden:
e Heuristische Verfahren (klassische Verfahren und Metaheuristiken),
e Verfahren, die auf Ansatzen des Mixed Integer Programming (MIP) beruhen,
e Verfahren der Dynamischen Programmierung (DP) sowie
e Ansitze Kunstlicher Neuronaler Netze (KNN).

Wahrend Tabelle 14.3 die klassischen Ansétze des Operations Research représentiert, sind in neuerer Zeit
sogenannte Metaheuristiken in den Optimierungsverfahren entwickelt worden (Reeves 1993). Hierbei geht es um
Genetische Algorithmen, Ansatze Kinstlicher Neuronaler Netze, Fuzzy-Ansétze und Tabu Search Methoden.
Verdffentlichungen zur Tourenplanung, die sich mit diesen Ansétzen befassen, sind in Tabelle 14.4 dargestellt.
Es ist zu erkennen, dass die Uberwiegende Anzahl der Metaheuristiken keine Modelle mit
Zeitfensterrestriktionen behandeln. Lediglich Mundigl behandelt das Travelling Salesman Problem mit
Zeitrestriktionen, und Thangiah, Osman, Vinayagamoorthy und Sun I8sen ein Tourenplanungsproblem mit
Lieferzeitschranken.
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Problem / Autor Verfahren
TSP mit Zeitrestriktionen

Mundigl KNN
Dumas, Desrosiers, Gelinas und Solomon DP
Desrosiers, Dumas, Solomon und Soumis MIP
Malandraki und Daskin heuristisch
Tourenplanungsprobleme mit Kundenzeitfenstern

Gietz heuristisch
Kohl und Madsen MIP
Potvin und Rousseau heuristisch
Balakrishnan heuristisch
Bachem, Hochstattler und Malich heuristisch
Derigs und Grabenbauer heuristisch
Desrosiers, Dumas, Solomon und Soumis MIP
Thangiah, Osman, Vinayagamoorthy und Sun heuristisch
Desrochers, Desrosiers und Solomon MIP
Koskosidis, Powell und Solomon MIP
Savelsbergh heuristisch
Dumas, Desrosiers und Soumis MIP
Fisher, Jornsten und Madsen MIP
Solomon heuristisch
Tourenplanungsprobleme mit tageszeitabhangigen Fahrzeiten

Gietz heuristisch
Malandraki und Daskin heuristisch
Ahn und Shin heuristisch
Vogt heuristisch
Pickup & Delivery-Probleme mit Kundenzeitfenstern

Van der Bruggen, Lenstra und Schuur heuristisch
Desrosiers, Dumas, Solomon und Soumis MIP
Derigs und Metz MIP
Dumas, Desrosiers und Soumis MIP
Atkinson heuristisch

Tabelle 14.3: Veroffentlichungen zu Tourenplanungsproblemen mit zeitkritischen Restriktionen

Metaheuristiken

Standardtourenproblem
Tourenproblem mit Lieferzeitschranken
Frachtoptimierungsproblem

Kiinstliche Neuronale Netze
TSP mit Zeitrestriktionen, Standardtourenpoblem

Fuzzy Theorie Technique
Standardtourenproblem

Tabu Search Heuristiken
Tourenproblem mit Kapazitats- und Tourenldangenrestriktionen

Verfahren + Problem Autor
Genetische Algorithmen
TSP, Tourenproblem mit Kapazitatsrestriktionen Wendt

Kopfer, Pankratz und Erkens
Thangiah,Osman, Vinayagamoorthy und Sun
Kopfer

Mundigl

Kagaya, Kikuchi und Donnelly

Gendrau, Hertz und Laporte

Tabelle 14.4: Veroffentlichungen von Metaheuristiken zur Losung von Tourenplanungsproblemen

Die Tabelle 14.5 fasst die Autoren zusammen, die Tourenplanungsproblem mit Lieferzeitbeschrankungen mit

Ansétzen des Mixed Integer Programming (MIP) bzw. mit der Dynamischen Optimierung lsen. Tabelle 14.6

schlieflich zeigt die Autoren, die Tourenplanungsprobleme mit Lieferzeitbeschrankungen mit heuristischen

Verfahren losen.
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MIP-gestiitzte Ansatze und Verfahren der Dynamischen Optimierung

Dumas, Desrosiers, Gelinas und Solomon

Travelling Salesman Problem mit Kundenfenstern, Dynamische Optimirung

Kohl und Madsen

MIP-Ansatz, Lagrange Relaxation der Zuordnung, kiirzeste Wege mit
Kundenzeitfenstern als Subproblem

Koskosidis, Powell und Solomon

Weiche Kundenzeitfenster mit Strafkosten, nichtlineares General Assign-
ment Problem, beschrankte Cluster als Masterproblem, Travelling
Salesman Problem mit Kundenzeitfenstern als Subproblem

Derigs und Metz

Pickup & Delivery-Problem mit Kundenzeitfenstern, Set-Partitioning Ansatz,
Lésung als Matching mit Nebenbedingungen oder als Lagrange Relaxation,
Subprobleme wieder als Matching

Desrochers, Desrosiers und Solomon

Set-Partitioning Ansatz, LP Relaxation, Column Generation mit einem ver-
allgemeinerten multiplen Knapsack als Subproblem

Fisher, Jérnsten und Madsen

MIP-Formulierung mit Pfaden, die Kundenzeitfensterrestriktionen verletzen,
k-tree Ansatz und Variablen Splitting Ansatz, der auf einer Lagrange
Relaxation Basiert

Dumas, Desrosiers und Soumis

Pickup & Delivery-Problem, Set-Partitioning Ansatz, LP- Relaxation,
Column Generation, kiirzeste Wege mit Kundenzeitfenstern als
Subproblem

Tabelle 14.5: Uberblick der Autoren, die das Tourenproblem mit MIP-gestiitzten Ansétzen bzw. mit der

Dynamischen Optimierung lésen

Die Ubersichten machen deutlich, dass zur Lésung von Tourenplanungsproblemen mit heuristischen Anséitzen
eine Vielzahl von Methoden vorgeschlagen wird: Savelsbergh, Thangiah et al. und Bachem et al. verwenden fur

die Tourenkonstruktion Einfugeheuristiken. Die Autoren Balakrishnan, Thangiah et al. und Malandraki und

Daskin losen das Problem mit Nearest-Neighbor Heuristiken. Das Savings-Verfahren wird von Gietz und von

Balakrishnan eingesetzt. Um den parallelen Aufbau von Touren anstelle des sequentiellen Ansatzes bemuhen

sich Savelsbergh und Potvin und Rousseau. Schnelle Verfahren zur Uberpriifung der Zuléssigkeit bei
Veranderungen von Touren présentieren Ahn und Shin und Savelsbergh. Den Ansatz von weichen
Kundenzeitfenster verfolgen Bachem et al., Balakrishnan und van der Bruggen et al.. Ansétze der
Tourenverbesserung werden von van der Bruggen et al., Derigs und Grabenbauer sowie Savelsbergh
vorgetragen. Das Problem der tageszeitabhéngigen Fahrzeiten wird von Gietz und Malandraki und Daskin

diskutiert.

Einen Genetischen Algorithmus verwenden Thangiah et al. zur Lésung von Tourenplanungsproblemen mit

Lieferzeitschranken.

Heuristiken

Gietz

Tageszeiabhangige Fahrzeiten, Savings-Verfahren, Kantenaustauschverfahren,
Daten von Berliner Modellprojekt

Bachem, Hochstattler und Malich

Einfige- und Herausnahmeheuristik, simultane Betrachtung aller Touren durch
Trading-Matching, weiche Kundenzeitfenster, Parallel-Computing

Balakrishnan

Weiche Kundenzeitfenster, Nearest-Neighbor Heuristik, sequentielles
Savingsverfahren, Space-Time Heuristik von von Sexton/Choi, DistanzmalR ist die
gewichtete Summe Fahrzeit zum Depot, Kundenzeitfensterverletzung und
Dringlichkeit, Beschrdnkung der Wartezeit

Potvin und Rousseau

Weiche Kundenzeitfenster, paralleles Aufbauen von Touren mit dem Solomon
Kriterium C1, C2, Knotenauswahl C2 Nach Regretmal3, Parameterschatzung
(seeds) mit sequentieller Einfiigeheuristik von Solomon

Van der Bruggen, Lenstra und
Schuur

Pickup & Delivery im Travelling Salesman Problem mit weichen Kundenzeifenstern,
Startlésung durch Sortieren der Kundenzeitfenster, Verbesserung mit 2-opt
Verfahren

Derigs und Grabenbauer

k-best Einfiigeheuristik, Knotenaustauschverfahren

Thangiah, Osman,
Vinayagamoorthy u. Sun

Lieferzeitschranken, Sweep-Heuristik, Einfligeheuristik Genetischer Algorithmus

Malandraki und Daskin

MIP-Formulierung flr tageszeitabhéngige Fahrzeiten, Nearest-Neighbor
Heuristiken fur sequentielle und parallele Tourenkonstruktion ohne
Kundenzeitfenster

Ahn und Shin

Tageszeitabhangige Fahrzeiten, strikt monotone Ankunftszeiten A, Test der
Zuléssigkeit bei lokalen Operationen mit der Inversen von A

Savelsbergh

Travelling Salesman Problem mit Kundenzeitfenstern, Or-opt Verfahren,
Zulassigkeitstest durch Vorwartsverschiebung

Savelsbergh

Paralleles Aufbauen von Touren durch Einfugeheuristik, Zuordnung nach
Regretmal3, Zulassigkeitstest durch Vorwartsverschiebung, Startpunkte (seeds) mit
der Zirkelmethode

Tabelle 14.6: Uberblick der Autoren, die das Tourenproblem mit heuristischen Verfahren I6sen
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Vorgénger

Wald

Weg

Weiche Zeitfenster

Wurzel

Zeitkomplexitat
Zirkelmethode
Zuordnungsoptimierung
Zuordnungsproblem
Zusammenhangend
Zusammenhangskomponenten
Zweiseitiges Dijkstra-Verfahren
Zwiebelschalen-Heuristik
Zyklus

31
233
168
247

20
234

9

32

29
121,170
240

20

9

92

67

238

16

41

150

242

13

234

41

216, 254
234

90

9

196, 235
109

6

139

14
58
57
12
110
32
6
9,50
48
7
259
50
26
253
235
106

7/8
82
214



